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Le présent livre contient un recueil assez vaste de 
problèmes concernant trois divisions importantes des 
mathématiques pures et appliquées: les fonctions d’une 
variable complexe, le calcul opérationnel et la théorie 
de la stabilité. 

L'ouvrage inclut des brefs exposés théoriques, des 
exemples types de complexité variée analysés en détail, 
de même que des problèmes (plus d’un millier) destinés 
à être résolus par le lecteur. Presque tous les problèmes 
sont munis de réponses. Si c’est le cas, les problèmes 
proposés sont dotés d'indications nécessaires à leur 
résolution. 

De cette façon, l'ouvrage offert au lecteur peut 
lui servir de mémento mathématique, pouvant en même 
temps l'aider dans l'étude individuelle des divisions 
susmentionnées. 


Les auteurs 


CHAPITRE PREMIER 


FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE 


$ 1. Nombres complexes : définitions et opérations 
On appelle nombre complexe z une expression de la forme 
z=z+ ty 


(c'est la forme algébrique d’un nombre complexe), où z et y sont des nombres 
réels quelconques, i étant le symbole de l'unité imaginaire qui vérifie la rela- 
tion £ = —1. Les nombres z et y sont respectivement appelés partie réelle et 
partie imaginaire du nombre complere = et se notent 


zx = Rez, y = Imszs. 


Le nombre complexe z = r — iy est dit conjugué du nombre complexe 
2= 2z+ iy. 

On considère que deux nombres complexes 2, = 1 + iyr et 2e = ze + iÿa 
sont égaux si, et seulement si, z1 = Ze, Yi — Ye 


Un nombre complexe z = z + iy est 
représenté dans le plan XOY par un point 
M de coordonnées (x, y) ou bien par un vec- 
teur qui a pour origine le point O (0, 0), son 
extrémité se situant au point M (zx, y) (fig. 
1). La longueur p du vecteur OM est appelée 
module du nombre complexe et se note {zl 


de façon quep = |z1 = YWz° + y°. L'angle 
que fait le vecteur OM avec l'axe OX est 
appelé argument du nombre complexe z et est 
désigné par q = arg =; l'argument d’un nom- 
bre complexe ne se définit pas d'une façon 
univoque mais à l'addition près d’un mul- 
tiple entier de 21: 


argz=— Argz+2kr (k = 0, +1, +2, ...), 
où Arg z est la détermination principale de arg =: définie par les conditions 
— A1 < AL: < A, 


Fig. 1. 


de plus 


Arctg , Si z>0, 


Arg z=— 


ss Si z<0, y<O0, (1) 


La 
TZ 
a+Arctg+, si z<0, y>o0, 
y 
A+ ArCtg — 


a/2, si z=0, y>0, 
—1/2, si z=0, y<0. 
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Les relations suivantes sont valables: 


1 T 
—— cos (arg z) = 


Va + y CET 


Deux nombres complexes z, et : sont égaux si, et seulement si, ils ont les 
mêmes modules, alors que leurs arguments sont égaux ou bien différents d'un 
multiple de 2x: 


[21 = |22l, arg 2 = Arg £a + 27n (n = 0, Hi, +2, ...). 


tg (arg ÿ=+ : sin (arg =) = 


Soient 2 = 21 + iÿr et 2e = Ze + iys deux nombres complexes. 
1. On appelle somme :, + = des nombres complexes z, et z le nombre 
complexe 


nu += (ntze) + in + yo). 


2. On appelle différence :, — =, des nombres complexes z, et =, le nombre 
complexe 


D — 22 = (m1 — 22) + (a — ys)- 


| 3. On appelle produit z,: des nombres complexes :, et z, le nombre com- 
plexe 


22e = (rite — Wie) + à (Aiÿa + Zobr). 
De la définition du produit des nombres complexes il vient, en particulier, 
z=2 += 2. 
4. On appelle quotient + de la division du nombre complexe z, par le 


nombre complexe :, 0 un nombre complexe = tel que l'équation :z = z 
soit vérifiée. Pour fe quotient, la formule ci-dessous est valable 


he se (2) 


La formule (2) peut être mise sous la forme 


ZiTo + Yi Li ToY1 — Tiÿo 
29 xs + y 25 + UE: 


La partie réelle Re : et celle imaginaire 1m z du nombre complexe : sont 
exprimées à l’aide des nombres complexes conjugués correspondants de la façon 
suivante : 


+: 
Re: — — Imz=i—— — 


2 2 2i 


EXEMPLE 1. Montrer que z + 2 = 2 + 2. 
DÉMONSTRATION. Par définition. on a 


AT 2 = (a+ ze) — iQ + ve) = (ei — igs) + (za — ge) = 2 + 29e 
1. Montrer que: 


8 FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE ICH. I 


d) 23422142. 
EXEMPLE 2. Trouver les solutions réelles de l’équation 
G+2Dz+(5—3)y= 1341 
SOLUTION. En séparant les parties réelle et imaginaire dans le premier 
membre, on obtient (4x + 5y) + i (2x — 3y) = 13 + i, d'où l'on tire, con- 
formément à la définition de l’égalité des deux nombres complexes, 
{ &xz<+5y = 13, 
27 — 3y = 1. 
On résout le système obtenu et l’on a 
z = 2, y = 1. 
Trouver les solutions réelles des équations suivantes: 
2. (Gr —i)(2 + i) + (x — iy) (1 + 2i) = 5 + 6i. 
3. (x — iy) (a — ib) = i*, où a, b sont des nombres réels donnés 


(lalÆ1b). 


1 2—+ i 


4. per a Er — V2, ou Z2=Z+iy. 


l 1 1 
5. Mettre le nombre complexe RE TEE sous forme 
algébrique. 
6. Montrer que Lee. .; (zx est un nombre réel). 
Z— i Vit+z 
a: +” 1 1 
7. Exprimer zx et y par u et v si l’on a PET an. 


(z, y, u, v sont des nombres réels). 

8. Trouver tous les nombres complexes qui satisfont à la condi- 
tion z = 2°. 

EXEMPLE 3. Trouver le module et l'argument du nombre complexe 


A 
SOLUTION. On a 
1 de = ELA 
z=—sin + <0, y= —COS 3 < (. 


D’après (1), l'argument principal sera 
T 1 
Argz=—7—+Arctg (cotg +) =—371+Arctg [te (+) | = 


= —71—#+Arctg (te + a) = — A ++ a=—+ a. 
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Par conséquent, 


argz=— + 1+2kr (k=0, +1, +2, ...), 


|s | — V/ sin & + cos° +=. 


9. Trouver les modules et l’argument principal des nombres 
complexes suivants: 
a)2—-4 +38; b)z2——2+2Y3i; c) z2=—7—i; 


PA PR J 
d) 5: — —cos + isin—; e) z — 4 — 3i; 


o| 


f) z = cos a — isin «a (a <a < À). 
Tout nombre complexe : = x + iy (2 0) peut être présenté sous forme 
trigonométrique 
z2= p{cosp—+ésing), où  p—=I:|}, = argz. 
EXEMPLE 4. Mettre sous forme trigonométrique le nombre complexe 


= A—iy3 
SOLUTION. On a 


EE — 70 : 
eV Vie: eg ys g=—< x. 


Par conséquent, 
9 9 £ 
—1—;i V3=2 | cos (—+ a)+isin (—= a) |. 
EXEMPLE 5. Trouver les racines réelles de l'équation 
cos shisinr= +++ i. 


SOLUTION. La présente équation n’a pas de racines. En effet, cette équa- 
tion équivaut aux équations: cos x = 1/2, sin x — 3/4. Ces deux équations. 
sont incompatibles, car cos? z + sin zx = 13/16 n'est pas possible pour n'im- 
porte quelles valeurs de x. 

Tout nombre complexe : - 0 peut être présenté sous forme exponentielle- 


2 = per, où p={|:, = arg=. 
EXEMPLE 6. Trouver tous les nombres complexes : + 0 vérifiant la 
condition 2-1 = 2. 


SOLUTION. Soit = = peiT. Alors = = pe-i. 
En vertu de la condition imposée. 


pr-le(n-1)® _ pe? ou pr-teinp = f, 


OI. 
d'où p-2 = 1, c'est-à-dire p = 1, et ing — 2kni, ainsi que q@ — 2 = 0, 


4,2,..., n — 1). Donc, 


m=e * (k=0,1,2,...,n— 1). 
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10. Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes 
Suivants: 


a) —2; b) 2i: c) —V2+iV2; 
d) {—sin a-+icosa(0<a<+) : 


e) 1tcosatisina (o<a< : ) : 


1—+cos a — i sin a 


te | = | 


et sous forme exponentielle : 
f) —2; g)i; h) —i; i) —1—iVy3; 


j) Sna—icosa (+ <a<a);: k) 5 + 3i. 


Soient deux nombres complexes présentés sous forme trigonométrique : 
Zi = Pi (COS F1 + Sin Ur), 22 = Pa (COS P2 + à sin P2). 
Le produit de ces nombres est donné par la formule 


Z22 = P1P2 [COS (Eu + Pa) + à sin (1 + Pa)], 


<e qui signifie que, pour multiplier les nombres complexes, on multiplie entre 
eux leurs modules et l’on additionne leurs arguments: 


ETA = EA [Sl, arg (212 — arg A . arg Zac 
Le quotient de deux nombres complexes z, et z = O0 est trouvé par la 
formule 


= [cos (Pa —Pe) + sin (qi—q)l, 


a 
- 


<'est-à-dire 


EE 


= — arg —L=arg 21 —arg 2. 
Z2 


L’élévation à une puissance représentée par un nombre naturel #7 d'un nombre 
<omplexe 
2 = p (cos + i sin ) 
se fait d'après la formule 
2 = pA (cos ngç + i sin np), 
<'est-à-dire 
| = (2,  argz = nargz+2nk (k = 0, +1, ...). 
D'ici l’on obtient la formule de Moivre 
(cos qç + i sin q)" = cos np + i sin ng. 
PROPRIÊTES DU MODULE DES NOMBRES COMPLEXES 


Az = ss 223 25; 3. uso = [allæls 412 = 11; 
5. [HE , mo 6. 1Rez1<Izl, lImsl<l:1; 


7. a + 221 <lal + Vial 8 l'ail — 2e 1 < 12 — 22l- 
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EXEMPLE 7. Calculer (—1+i y/3)°. 


SOLUTION. Mettons le nombre z = —1 + i j/3 sous forme trigonomé- 
trique 


f= 2 >: 2 
—1+i y 3—=2 (cos + a+isin + a) * 


ee appliquant la formule d'’élévation à une puissance donnée ci-avant, on 
obtient 


3 
= 260 (cos 40x + i sin 407) = 2°. 
EXEMPLE 8. Montrer que le polynôme 
f (x) = (cos a + x sin a)" — cos na — rx sin na 
est divisible par x° + 1. 
SOLUTION. Onazr®+1= (rx + i) (x — i). D’après la formule de Moivre, 
f () = (cos & + i sin «)7 — cos na — i sin nax = 
= COS na + à sin nœ — COS nx — i sin na = (0. 


na façon analogue, f (—i) = 0. Cela signifie que f (r) est divisible par 


(—14i 7/3) 9260 l'cos (60. + a )+i sin (60.+ a) |= 


z? 
11. Montrer que le polynôme 
f (x) = x" sin & — }"-1r sin na + À" sin (n — 1) 


est divisible par r° — 2x cos « — À*. 
12. Calculer 


0) (NS), De»: 9 (3-8) à (1). 
13. Montrer que 
1+itga \" 1+itgna 
(es) — 1—itgna * 
14. Montrer que, si 
(cos a + i sin a)" = 1, alors (cos « — i sin a)" = 1. 


15. En appliquant la formule de Moivre, exprimer par les puis- 
sances de sin œ et de cos œ les fonctions d'angles multiples suivan- 
tes : 

a) sin 3ç; b) cos 3gç; c) sin 4g; d) cos4ç; e) sin 5; 

f) cos 9. 


La racine n-ième d’un nombre complexe z possède nr valeurs distinctes 
données par la formule 


3 1: (cos SL + i sin pus ] | 


où k— 0,1, 2,..., n —1, @= Argz. 


12 FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE ICH. I 


Les points correspondant aux valeurs de 5 : constituent les sommets d’un 
n-gone inscrit dans un cercle de rayon R = ‘y |:| centré sur l’origine des coor- 
données. 

La racine n-ième d’un nombre réel a possède également nr valeurs parmi 
lesquelles on aura deux, une ou aucune valeur réelle en fonction de la parité 
ou de l’imparité du nombre n et du signe de a. 


EXEMPLE 9. Trouver toutes les valeurs de } 1 — i. 
SOLUTION. On met le nombre complexe 1 — i sous forme trigonomé- 
trique 


41—i— )2 | cos {+ )+isin (—<+) |: 


Par conséquent, 


| — ++ 247 +2 
y 1—i=); 2 COS —"— + i Re . 
En posant k = 0, 1, 2, 3, on trouve 
4 - 8 -; TT PEL 
(k = 0) V 1—i-}y o (cos 46 +) 
s- 8 -— 7 RE 
(k= 1) y 1—i=7 2 (cos a+ sin a) | 
_ T—i=; 2 | 9 ) 
(KA = 2) y 1—i=7y2l|cos 16 n+isin 16 x}, 
… 4 85 . 23 La 0 
(k= 3) y 1—i—)} 3 (cos TE n+isin Te a). 


Trouver toutes les valeurs des racines suivantes : 
£ 3 4 

16. a) V —1; b) Vi; c) Vi d) V —i. 
L  _— A 

17. a) V1; b)Y —1—i; oc) | 2— 9 V 3i. 


A 
18. |” V ? (cos (++: sin + à 


EXEMPLE 10. Quel est l’ensemble des points du plan complexe des z 
défini par la relation 


Im :° > 2? 
SOLUTION. Soit = = x + iy. Alors 


= (x + iy) = (2° — y?) + i2zy. 


Par conséquent, Im 2° = 2ry. 

Conformément à la condition imposée, 2ry > 2 ou ry > 1. Cette inégalité 
définit l’ensemble des points du premier et du troisième quadrants qui se trou- 
vent respectivement au-dessus et au-dessous de l’hyperbole xzy = 1. 

EXEMPLE 11. Quel est l'ensemble des points du plan complexe des z 
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défini par la condition 
— L<are+1-0< Lx? 


SOLUTION. Le nombre complexe 
zHi—i=:—(—1+i 


est représenté par un vecteur dont l'origine se situe au point — 1 + i et qui 
a comme extrémité le point z. L’angle que fait ce vecteur avec l’axe OX sera 
3 


4 Arg (2 + 1 — i): il varie de — Là x. Il 
2 4 


s'ensuit que l’incgalité donnée définit l'angle 
compris entre deux demi-droites sortant du 
point —1 + i et qui forment avec l'axe OX les 


angles de + et _ x radians (fig. 2). 


7 EXEMPLE 12. Quel est le domaine défini 

LL) 1 par la condition |z] + Re : << 1? = 

, EL SOLUTION. Soit z = p (cos p + isin œ). 

CZ À Alors |: —p, Rez—p cos q. D'après la 
LL, condition imposée, p+pcosq < 1, d’où 

Z 
7 


PS 1 +cos ® 


Cette conditionest vérifiée par tous les points 
disposés dans le domaine borné par la courbe 


Fig. 2. À 
; P 14 cos @ 
(c'est l'équation d'une parabole en coordonnées polaires). 


Trouver les ensembles des points du plan des z définis par les 
conditions indiquées: 


19. a) Iz]>2: b) > :#0:; 0) + |<2, 20. 
20. a) |z2—5il —8; b) 1z—1—i[<4. 
21. a) 1<]2+il|<2, 7 < Arg 2<+; 


b) 2< | <3, L<Argz< + 


22. a) | + I<1; b) 0<Imz<1. 


23. a)1<12+2+i1<2; b) [z—11]<]|z2—-il; 
c)1<Rez< 2. 
24. [z—al<]|1—a] (a est un nombre réel | a | < 1). 


44 FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE ICE I 


25. a) 121>2+Im3z; b) |z|— Rez<o0. 

26. Im z° << 1. 

27. 4<L<]z2—-1|+]:+11|<8. 

28. a) Im(+)<-+; b+<Re(+)+im(+)<+. 


‘4 


EXEMPLE 13. Quelle est la courbe d'équation [2 + c| + |z — c| = 2e, 
où c et a sont des nombres réels positifs, de plus a > c? 


SOLUTION. |z + c| est la distance qui sépare les points z et —c; |: — c| 
est la distance entre z et c. En vertu de la condition formulée, la somme des 
distances entre le point = et les deux points donnés z, = —c et z, = c reste 
invariable. Cela signifie que le point z se trouve sur une ellipse dont l’équation 
est de la forme 


+ 4, où  bt=at—ct. 


1 
a 
SOLUTION. Soit z=r<+iy. On a 
1 1 
“e 2 |= 2 = z° + y* 


Conformément à la condition imposée, 
z 1 

ECTS: 

C'est une circonférence d’équation (rx — 2)? + y° = 4. 


ou z° + y —4rz = 0. 


29. Quelle est la ligne déterminée par l’ensemble de tous les 
points z = —2 + iy dans le cas où y prend n’importe quelle valeur 
réelle ? 

30. Quelle est la ligne déterminée par l’ensemble de tous Îles 
points z — x + 2i dans le cas où x prend n'importe quelle valeur 
réelle ? 

Indiquer les lignes définies par les équations suivantes: 


31. a) Imzi=2; bb) Re z?— 1: c) Im(+) =. 


32. a) Re (=) —41; b) Im(:—:)=2-—Imz. 


33. 2° +2 — 1. 34. 922 + (2 + i)z+(2—i)z = 2. 

39. a) |z—il+]z+i]=4; b)|z—i|—|z2+il|=2. 
36. a) [z21—3Imz=6; b) 31]z2|[—Rez = 12. 

37. a) |z—2|—11—22]; b) |z—z = |2— 2 |; 


c) Re (2 —7)=0; d) Re+z)=1]z| 
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EXEMPLE 15. Mettre sous forme complexe l'équation de la droite 
Az+By+C=0. : (3) 
SOLUTION. Soient 2= zx + iy, z+z 


) v 


z mz—iy. Alors z= 


y = s Z . En substituant les expressions de z et de y dans l'équation (3), 
on obtient : _ 

A(+:)+Bit-2)+2C=0 
ou 


(4 + iB)z:+ (4 —iB)z:+2C=0. (4) 
Introduisons la notation 
A<+iB= a. 
Alors l'équation (4) deviendra . 
az+az+2C =0. 
EXEMPLE 16. Mettre sous forme complexe l'équation de la circonférence 
+ y3 + 2x + 2y = 0. (°} 
SOLUTION. On a 
+y = |: = z, 2z =: +2, dy = i(z— 2). 
En effectuant les substitutions correspondantes dans l'équation (5), on 
obtient 
z+z+z+i(s—-)—=0 ou z +A4—i2z+({41+iz= 0. 
EXEMPLE 17. Quelle est la ligne du plan XOY définie par l'équation 
zz+Hi(z—7) —2= 0? (6} 
SOLUTION. Soit z = x + iy. 
Onaz=z—iy, 2: = 2° + y?. 
L'équation (6) prend la forme 
z+y —2y—2=0 ou 2 +(y— 1} = 3. 
C'est une circonférence de rayon R — V3 centrée sur le point (0, 1). 
Mettre sous forme complexe les équations des lignes suivantes: 
38. a) Axes de coordonnées OX et OY ; b) droite y = zx; c) droite 
y = kx + b, où k, b sont des nombres réels. 


39. a) Hyperbole équilatérale 2° — y* — a; b) circonférence 
z° + y + 2z = 0. 


PROBLÈMES DIVERS 
Résoudre les équations: 
40. + 328 + 32 +3 = 0. 
41. 2 — 4% + 62° — 4z — 15 = 0. 
42. Trouver le nombre complexe z qui est représenté par le 
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point du segment z,z, dont la distance au point z, est deux fois celle 
qui le sépare du point 2:. 

43. Quelle sera l’image reflétée du vecteur a + ib par rapport 
à la bissectrice du premier quadrant ? 

44. Quel sera le vecteur obtenu par rotation de 90° du vecteur 
—V 3 + 3i? 

45. Quel sera le vecteur obtenu par rotation de 120° du vecteur 
—V3 — i? 

46. De quel angle faut-il tourner le vecteur 4 — 3i pour obtenir 


2 
V2 À ve 

47. De quel angle faut-il tourner le vecteur 3 V2 + i2 V/2 pour 
obtenir le vecteur —5 + i? 

Résoudre les équations suivantes: 

48. (x +i)* — (x —i)" =0 (x est un nombre réel). 

49. cos x + i sin x = sin x + i cos x. 

50. Trouver le vecteur que l'on obtiendra en tournant de 45° 
et en doublant le vecteur z = 3 + 4i. 

51. Trouver trois sommets inconnus d'un carré dont le centre 
se trouve au point 2, = Î + à, alors que son quatrième sommet se 
situe au point 3, — 1 — i. 


le vecteur — 


52. Soient 2,, Z:, . . ., Zn les racines de l'équation =" — 1 — 0 
{n > 1). 
Montrer que z, +2 + ... +z, = 0. 
Trouver les sommes suivantes: 
53. a) sin x + sin 2r + ... + sin nz; 
b) cos x + cos 2r + ... + cos nz. 
54. a) sin x + sin 3x + ... + sin (2n — Â)z; 


b) cos x + cos 3x + ... + cos (2n — Â) x. 


$ 2. Fonctions d’une variable complexe 


On dit qu’une fonction w = f (2) est définie dans un domaine D si à chaque 
point z € D on associe une (la fonction est alors uniforme) ou plusieurs (la fonc- 
tion est multiforme) valeurs de w. 

De cette façon, la fonction w = f (z) réalise l'application des points du 
plan complexe des z sur les points correspondants du plan complexe des w. 

Soient z=zxz<+iy et w—=u<+iv. Alors la dépendance w = f (z) entre 
la fonction complexe w et la variable complexe = peut être décrite à l’aide de 
deux fonctions réelles u et v des variables réelles z et y 


u=u(z,y),  v=v(z, y). 


EXEMPLE 1. Soit w = » — iz. 
On pose z = z + iy, w = u + iv et l’on obtient 


u+io= (+1) —i(z—iy) = (8 — 32zÿ? — y) + 1 (By — y — 2). 
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Cela veut dire que l'égalité w = = — iz équivaut aux deux égalités suivantes: 
{ u—= 2 — 32? — y, 
v—3r"y—rz— y. 
Trouver les parties réelle et imaginaire des fonctions suivantes: 
95. a) w—z—;i2?; b) w—=z?;i, c) w—i—z; 


d) =: e) w —  fw=—, 
2 P2 


Trouver Îles images des points donnés par les applications indi- 
quées : 
56. à) 2 = —i, w=22; b) 4 —-1—i, w—(z—i)"; 


c) =, w=—; à) 7=24+3i, w=+ 


un! 


Soit une courbe dans le plan des z donnée par l'équation F (x, y) = 0. 
Pour trouver l'équation de l’image O (u, v) = 0 de cette courbe dans le plan 
des w par l’application w = f (:) = u + iv, il faut éliminer z et y entre les 
équations 


u—=ut(zx, y), 


u—=v(z, y), 


F (x, y) —= 0. 
Si la courbe est donnée par les équations paramétriques 
— t : 
40 } ou z=2(t)=zx(t)+iy(t), 
y =y (1) 


alors les équations paramétriques de son image par l'application w = f (z) = 
= u + iv seront 


u=u{zr(t), y(t)}]=UÙ (4), À 
v=v{z(t), y ()]=F (0). 


EXEMPLE 2. Sur quelle courbe sera appliqué le cercle unité |:| = 1 par 
w = 2°? 


SOLUTION. Etant donne que |: = 1,0ona 
| lol = |: = 1. 


Ainsi, le cercle |z| = 1 disposé dans le plan des z a comme image le cercle 
lwl = 1 décrit deux fois dans le plan des w. Cela découle du fait que w = :° 
entraîne arg w = 2 arg z + 2kx; de cette façon. quand le point z décrit le 
cercle |:| — 1 entier, son image décrit deux fois le cercle |w| = 1. 

EX EMPLE 3. Trouver l’image de la circonférence 


z= Rcost+iR sint (0<1< 2x) 


Il et 


par l'application w — 
SOLUTION. Soit z = x + iy. L'équation donnée de la circonférence peut 
se mettre sous la forme | 
z=Roecost, y = Rsint (0 < 1 < 2n). 
2—-01485 
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Séparons les parties réelle et imaginaire de la fonction & = u + iv. On obtient 


z 2 _ x —y* 2ty 
UTIV= = — mé 
7e 2 zz 2 +y* d z + y* 
D'où 
MU. Oo: 2 
+ y" a+ y" ° 


En substituant z = R cost et y — R sin t dans u et v, on trouve les équations 
paramétriques de l’image de la circonférence 


_cos*® {—sin° f{ 


= ————— —= cos 2!, 
cos“ {- sin“ £ (x) 
à 
2costsint ; 
— sin 2t, 


PT cos: t+sin* t 
ou u® + uw = 1. 
On voit que l’image est constituée par le cercle unité décrit deux fois en 
vertu de la relation 0 < t << 2x et des formules (+). 


97. Trouver les lignes du plan des & sur lesquelles sont appli- 


les lignes suivantes du plan des 2: 


ul 


quées par la fonction w — 
a) 121 = +; b) Rez—0; c) Argz= + 


I 
d) Arg z2?— D e) Re z—Imz; f) |z| = 2. 

58. Trouver les images des axes de coordonnées OX et OŸ par 
les applications suivantes: 


a) w== I. b) w—=1+—. 


PRINCIPALES FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES 
D'UNE VARIABLE COMPLEXE 


1. Fonction rationnelle 
— ao + al DL ... +an 
DOME bi . +bm° 
En particulier, le polynôme 
w = ap2+ aztl+...+a, 
est une fonction rationnelle. | eu 
2. La fonction exponentielle ez est définie en tant que somme de la série 
entière 
e—1+2- = + 
d apres n| Le 
qui converge absolument dans tout le plan complexe. 
La fonction exponentielle e: jouit des propriétés suivantes: 
a) e1+22= 61.821 oùzet z peuvent prendre n’importe quelle valeur 
complexe; 
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b) e* + “ET — 6: (k — 0, +1, +2, ...), ce qui veut dire que e* est une 
fonction périodique de période 2ri. : : 
3. Les fonctions trigonométriques sin : et cos z sont définies par les séries 
entières 
3 j z2n+l 
si = — + ,,,,,. En Pi .….. 
+ 317 sn En+n1 ’ 


= =2n 
cos =Î—- rt — és FM ET + ….. 


qui convergent absolument pour toute valeur complexe de z. Les fonctions sin z 

et cos z sont des fonctions périodiques de période réelle 2x et ne possèdent que 

des zéros réels, respectivement z = kn ets — n/2 + kan, où k = 0, +1, +2,... 
Pour les fonctions e°, sin z et cos :, les formules d'Euler 


eiz = cos z + i sin, e-i — cos 2 — i sin =, (1) 
sont valables, d'où 


COS —, Sins —, (2) 


Les fonctions tg z et cotg = sont définies par les égalités 


sin 2 cos z 
= , t & —— n e 
ÿ cos Z FE sin 7 (3) 
Toutes les formules trigonométriques conservent fleur validité lorsqu'elles 
sont appliquées aux fonctions trigonométriques. 
Les fonctions hyperboliques sh z, ch z, th z, coth : sont définies par les 
égalités 


sh : — — N ch:— 5 , (4) 
sh = ch: 
thz— che * cothz=——. (9) 


5. Les fonctions trigonométriques et celles hyperboliques sont liées entre 
elles par les relations suivantes: 


sin 2— —ishiz, sh z— —i sin iz, 
cos = = ch iz, ch 2=— cos iz, 
tg = — —ithiz, th z2— —itgiz, 


cotg z = icothiz, cothz = ài cotg iz. 


6. La fonction logarithmique Ln z, où z 0, est définie comme étant fa 
fonction réciproque de la fonction exponentielle, de plus 


Ln z= nf +iargz:—Iln|:| + i Argz+ 2kni (k = 0, +1, +2,...).(6) 


C'est une fonction multiforme. La détermination principale de Ln = est celle 
qui s'obtient pour 4 — 0 et qui est désignée par In z: 


Inz= In /|2] + i Arg z. 
Il est évident que 
Lnz=Inz+2kni, k— 0, +1, +2, 
Les relations suivantes sont valables: 
Ln(zz:) = Lnz + Ln Ze, 


2e 
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Ln (=) — Ln :—Ln 2. 

7. Les fonctions trigonométriques réciproques arcsin =, arccos =, arctg z, 
arccotg z sont définies respectivement comme fonctions réciproques des fonc- 
tions sin w, cos w, tg w, cotg w. 

Par exemple, si z = sin w, alors w est appelé arcsinus du nombre = et l’on 
écrit w = arcsin z. 

Toutes ces fonctions sont multiformes et exprimées par l'intermédiaire des 
fonctions logarithmiques comme suit: 


arcsin z—— àiLn(iz+ W1—:22); (7) 
arccos : = — i Ln(:+ V = —1); (S) 
Le. 1+iz ; 
arctg = — Ln ——— ; (9) 
arccotg z + Ent. (10) 


Les déterminations principales des fonctions trigonométriques réciproques 
Arcsin z, Arccos z, Arctg z, Arccotg z s'’obtiennent si l’on prend les détermina- 
tions principales des fonctions logarithbmiques correspondantes. 

8. La fonction puissance rénérale w — z%, où a = à + if est un nombre 
complexe quelconque, est définie par l'égalité 


za — ecinz 


Généralement parlant, c’est une fonction multiforme dont la détermination 
principale est 


za _ ecin 2 
9. La fonction exponentielle générale w = a? (a 0 est un nombre com- 
plexe quelconque) est définie par l'égalité 
at — eiina, 

La détermination principale de cette fonction multiforme sera az — en. 
Séparer les parties réelle et imaginaire des fonctions suivantes : 
59. a) w — 2z2—1; b)w—=z+z; c) w = 2". 

60. a)}w —e“; b)w—=e ; c)w = sin z; d)w — ch (z —i). 
61. a w—=2"; b) w=shz; c) w = tgz. 


ve 


EXEMPLE 4. Trouver la valeur du module de la fonction w = sin z au 
point 


z=7r<+iln(2+ V5). 
SOLUTION. Soit z = x + iy. Alors 
w = sinzchy<+ish ycos x. 


Le module de la fonction sin z sera 
|sinz|— V/sin° z'ch? y + sh y cos“tr — 
= Vsinfzchy+sh5 y ({—sin?z)= Vsin?z+sb? y. 
Si l’on pose z=17+iln(2+ V5), on trouve 
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[sin{x+iln(2+ y 5} | =sh {in (224 y/5)] = 
re 1 
ELA PAAUCLERS Se » 


Le ù ) 


Cet exemple montre que la fonction trigonométrique sin z peut prendre 
dans le domaine complexe des valeurs supérieures à l'unité en module. 


Trouver le module et la détermination principale de l'argument 
des fonctions suivantes aux points indiqués: 


62. uw — cosz, a) ZA = +iln2; b) z2 rx +iln2 


63. w — shz, 20 = 1 + ie. 
64. w — 26, Z0 = Ti. 65. w = Cch°2; 2, = in 3. 
66. Trouver les logarithmes des nombres suivants: 
a) e; b) —i; chi; d) —1—;i; e) 3 — 2i; f) à. 
67. Trouver: 


1 
a) &s bit; c) 4; d) (—1)"?; 
1+i ti, V3, i\i#i __ jys-si 
9 (HE 9 (+ 0 cor 
68. Trouver le module p et l'argument œ des nombres complexes 
suivants: a) thai; b) 10; c) 3?-*. 


EXEMPLE 5. Mettre sous forme algébrique arcsin + L. 
SOLUTION. En posant dans la formule (7) = — _. i, on obtient 


. A 7 1 
arcsin gi —i Ln ( 3 + 4 1++—) ; 


L'ici l'on tire 
arcsin i= — i Ln | — + y/1+#)1- 
= {fin (4/14) ait oem = 


= (+ Da in (+ y’ 1+4) (60, +1, +2, ...) 
et 


arcsin =: i 
E — 
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T 


—2kn—iln (y/1+$-2+) (F—0, +1, +2, ...). 


EXEMPLE 6. Mettre sous forme algébrique arclg (1 + à). 
SOLUTION. En posant dans la formule (9) : = 1 +i, on a 


arctg (1 + i) — 
en he RIRE te ts lue. 
LL 2 ai 1—i{+i) 2 a. Di 2 Ln | 9 + D ). 


Ensuite, 
Ln (—-<+++ i) = —In V5 +(2k+1)ni—i Arclg 2 
Finalement, on obticnt 
arctg (1+i) — + Aretg 24 (24414 in VS 


(k-==0, +1, +2, sue): 


Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants: 


69. a) et; b) In (4— i). 


70. a) sin ni; b) cos ni; c) gi. 


71. à) cotg ni; b) arcsin i; c) arctg—. 


72. a) arccos i; b) sh + ; c) th ni. 

EXEMPLE 7. Résoudre l'équation sin z = 3. 

SOLUTION. Le problème se ramène à la recherche de la grandeur 

Z — arcsin 3. 
En utilisant la formule (7), on écrit 
arcsin {— —ài Ln(it + V1). 
On obtient 
2—arcsin 3— — i Ln(3i+ }/—8) 
ou, compte tenu du fait que 
V—8= + Vi, 
on a 
z=—i[Ln(3+ V 8)il, z2= —if[Ln (3— y 8)il. 


Etant donné que 
Arg[(G+ V8)il=Arge[(3— y B)il— + | 


1G+V8)il=3+V8, 1G—VY8)il=3- 78 
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on a 


Ln [(G+ VB)il=in GE VB)+< it, 


où À —0, +1, +2, ... l’ar conséquent, 
= 2h — à In (32 V3) (&=0, +1, +2, ...). 


Résoudre les équations suivantes: 

43: 6e = 1 =0. 74. & +i —=0. 75. 4 cos z + 5 = (. 
76. sh iz — —i. 47. sin z = ri. 

78. e* = cos ax (x est un nombre réel). 79. e°° + 2e — 3 = 0. 


80. ch z = i. 81. a)In(z2+i) —0; b) In (i — z) = 1. 


$ 3. Limite d’une suite de nombres complexes. 
Limite et continuité 
d'une fonction d'une variable complexe 
1. Soit donnée une suite de nombres complexes {z,} 


Nm dan moe 
DÉFINITION 1. Un nombre complexe a est appelé limite de la suite {z,} 


si, pour tout e positif, il existe un numéro N = N (£) à partir duquel tous les 
éments z, de cette suite vérifient l'inégalité 


I2, —al<Ee pour n > N (e)| 


On dit que la suite {z,} qui admet comme limite le nombre a converge vers a, 
ce qui s'écrit lim :, = a. 


71 —oœ0 
A chaque suite de nombres complexes {z,} on peut mettre en correspondance 
deux suites de nombres réels f{r,} et {y,} de façon que z, = zh + iyn, n = 


9 
THÉORÈME 1. La suite {z, = zh + iy,} converge vers un nombre a = 
= @ + if si, et seulement si, 
lim z, = @, lim y, = B. 
oc ni — CO 
DÉFINITION 2. La suite {:,} est dite bornée s'il ÿ a un nombre positif M 
tel ques pour tous les éléments :, qu'elle contient, l'inégalité 1:,| < M soit 
vérifiée. 
THÉORÈME 2. Toute suite convergente est une suite bornée. 


PROPRIÉTÉS DES SUITES CONVERGENTES 
DE NOMBRES COMPLEXES 
Si lim =n =a et lim tn =#, alors: 
nn — © n-x 


4. lim (2n+tn) =a-tvb ; 


n —- © 
2. lim (zntn) = ab ; 
n — 2 
3. lim = (tn 0, bd Æ 0). 


n—oo Tn 


EXEMPLE 1. Montrer que la suite 
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n — i 


2 rs — À .. 
"RO n+1 , n 1, CA 


admet comme limite le nombre a = 1. 
SOLUTION. Soit e > O un nombre arbitraire. Nous allons montrer qu'il 


existe un numéro W tel que |: — 1| < e dès”que n > N. Comme 
Pa end V2 
RE NE _[n+i | n+1? 
eo 5 D 2 — 
l'inégalité [zn—1|<e sera satisfaite si er <e, c'est-à-dire pour n> 
V2 — | 
our | Cela signifie que l'on peut prendre 


ver @=[ 2 Ï+1. 


Ici on désigne par le symbole [x] la partie entière du nombre réel x. 
EXEMPLE 2. Supposons que la suite {z,} admet comme limite le nombre a. 
Montrer que la suite {|z,|} converge vers une limite |a|. 
En effet, étant donné que lim z, = a, 


fi 

lim |:, — a] = 0. (1) 

n--00 ‘ 
D'autre part, pour deux nombres complexes quelconques :, et a, l'inégalité 


[lznl — ll <a — al (2) 
est valable (cf. & 1). De (1) et (2) on tire lim |:,] = |a|. 
no, 


CONDITION SUFFISANTE DE CONVERGENCE 
D'UNE SUITE DE NOMBRES COMPLEXES 


Soit 2h = Pne9n, où Pa = [zh Fn = Argzn. Alors, si lim py = Po 
n#00 
Lim qh = @,, ona limz, = Poe. 
+ nn 
EXEMPLE 3. Montrer que 
lim (1+2) =, où 2=2z+iy. 


n—2 1 nl 


DÉMONSTRATION. Désignons 


Alors 


lim |2n|=lim (++) 


ñn — 00 T1 — © 


n 


= lim [ (142) +4 tin (a+ tué aen En 


no no n° 
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Etant donné que 
y 


1 


2 EL y 
Pn = Arg (1++) = Arctg PME dre ‘ 


on a 


y 
n+z 


Arg in = Arg (142) =n are (1+<+) — n Arctg 


Donc, 


limqn=—limn Arctg —%7 —y. 
n 00 1 — 00 n+z 


En vertu de la condition de suffisance de la convergence d’une suite de nombres 
complexes, on obtient 


. A n L 
n 


n — 00 


ce qu’il fallait démontrer. 
EXEMPLE 4. Montrer que la suite 


diverge. 
DÉMONSTRATION. Etant donné que 


AA n : : 
2n = \rg 1 { 0 pour n pars 
na pour nr impair, 


n 
la suite {z,} est de la forme x, 0, x, 0, . .. et n'admet pas de limite. 
EXEMPLE 5. Soit 


Zn = 1+pcosa + p° cos 2a + ...—+ p" cos nu, 
où 0O<p<1, n = 1, 2,... Trouver lim z,. 
SOLUTION. Posons ds 

Un = psina + p* sin 2a +...+p'sin na 
et considérons la limite de la suite de nombres complexes 

Zn = En Fin = 1 +p (cos a + i sin x) + 

+ p? (cos 2x + à sin 24) + ... + p" (cos n4x + i sin n2). 
Posons maintenant 
t= picosa<+isina), [{=p<1i. 


En utilisant la formule de Moivre et la formule de la somme des termes d’une 
progression géométrique, on obtient 


En=1+t+t+ ... + 


et, comme |{[<i,una 


4— mn 
1—t ? 


lim = 
7 —00 de 1—1° 
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Pur conséquent, 


. 1 
He 1 —1 ic 1 —p (cos a+ i sin &) 
1—pcosx 1—pcos x 


s (1—p cos a)*+pfsin 2x — 1—2pcos a+p?° 
Soit une suite {z,} de nombres complexes 
Dis Ze cu Env nee 


Si pour un nombre M > 0 aussi grand que l’on veut il existe un nombre 
naturel N tel que tous les termes z, de la suite dont les numéros n > N satis- 
fassent à l’inégalité |z,| > Af, on dit que la suite {:2,} converge vers le point 
à l'infini, on tout simplement à l'infini, et l’on écrit lim :, = co. 

71 00 

En complétant le plan complexe par le point à l’infini 2 — , on obtient 
le plan complexe élargi (fermé). 

On ARS voisinage du point à L’infini l'ensemble de tous les points z qui 
vérifient l'inégalité ]z] > À (avec adjonction du point à l'infini), c’est-à-dire 
l'ensemble de tous les points z situés en dehors d’un disque de rayon suffisam- 
ment grand RÀ centré sur l’origine d:s coordonnées. 


Trouver les limites des suites: 


in 


CL 
82. z,—(1+<}en. 83.2, 84. 2,—(1+3i)". 


| 7  ! 
im 2 (Si 
5 Pr - ni : — 2 en : 
89. En =. 86. z, STE FI 87. z, —e 

; Û nzx ; . ni 
88. :, = nsin _. 89. z, —n cos np in Sin ——. 


00: =: =. 


91. On sait que 


lim z,=00, 2, =7,+iy,. 

n 00 
Qu'est-ce que l’on peut dire à propos de l’existence des limites 
admises par les suites {x,} et {y,} pour n — œ? 


2. DÉFINITION 1. On appelle voisinage d'un point z, du plan complexe 


des z tout domaine qui contient ce point; on appelle ô-voisinage du point : 
l'ensemble de tous les points z situés à l'intérieur d’un disque de rayon 6 centre 
+ TE RL l'ensemble de tous les points z satisfaisant à l'inégalité 
z — 29l << 0. 

Soit f (z) une fonction définie dans un certain voisinage Q du point z, sauf, 
peut-être, au point z, lui-même. 

DÉFINITION 2. On appelle limite d'une fonction f (:) au point z; un nom- 
bre À tel que pour tout nombre &e > 0 il soit possible d'indiquer un nombre 
$ — Ô(e) > O0 de façon que l'inégalité 


If () —AI<e 


reste valable pour tous les points z € Q qui satisfont à la condition 0 < [2 — 2, < 
<< Ô. Dans ce cas, on écrit 


lim f (z) = À. 


2 — iv 
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Ici on suppose que z, et À sont des points situés à des distances finies dans 
le plan complexe. 

Donnons une autre définition de la limite d’une fonction en un point. 
Soit f (:) une fonction définie dans un certain voisinage { du point z, sauf, 
peut-être. au point z, lui-même. 

DÉFINITION 3. Si pour toute suite {z,}, zh # 20 qui converge vers le 
point z, la suite de valeurs de la fonction {f (:,)} qui lui correspond converge 
vers le même nombre complexe À, ce nombre complexe À est appelé limite 
de la fonction f (:) au point =, et l’on écrit 

lim f (z) = 4. 


2 — 20 
Dans ce cas, on ne suppose pas que z, et À soient des points situés à des distances 
D de la limite lim f (:), où 
2 20 
fO=uG y +iv(r y), 30 = 20 + io. 
équivaut à l'existence des deux limites: 
lim ur, y) et lim vx, y) 


X—x0 XX 
V—Vo U— yo 
de plus, 
lim f(2)= lim u(z, y)+i lim v(r, y). 
2-20 X—X9 X—Xx0 
yo U— yo 


Les limites des fonctions d'une variable complexe jouissent des propriétés 
suivantes. 


Soient les limites 
lim f (:) = 4, lim g (:) = B. 
2 — 20 2 —:0 
Alors 
lim {f (2) + g (:)] = À + B, 


220 
lim {f (2) g (:)] = AB, 


250 


: f (2) À 
lim =—, Bu. 
2-1: (2) B 7 


DÉFINITION 4. Une fonction f (:) donnée dans un domaine D est dite 
continue au point z, € D si 


lim f (2) = f (Go)e 
2 — 210 
Autrement dit, la fonction f (z) est continue au point :, si, pour tout € > O, 
on peut indiquer un nombre Ô = Ô (e) > 0 tel que, pour tous les points 2€ D 
qui satisfont à la condition [2 — z,| << 6, l'inégalité |f (:) — f (2)| << e reste 
valable. 
Pour que la fonction d'une variable complexe 


f() = u(, y) + iv(z, y) 


soit continue au point & = zo + io, il faut et il suffit que ses parties réelle 


28 FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE (CH. TJ 


et imaginaire, c'est-à-dire les fonctions u (rx. y) et v (x, y), soient continues au 
point (ro. 9) par rapport à l’ensemble des variables x et y. 

DÉFINITION 5. Une fonction f (:) d’une variable complexe est continue 
dans un domaine D si elle est continue en chaque point de ce domaine. 

La somme. la différence et le produit de deux fonctions d'une variable 
complexe j (2) et g (z) continues dans le domaine D sont également des fonctions 


f (2) 


g (=) 
points du domaine D où £g (2) 0. 

Si la fonction f (y) est continue au point :,. tandis que la fonction F (t) 
est continue au point t% = / (z). la fonction composée F [f (z)] est continue 
elle aussi au point 2. 

EXEMPLE 6. On donne une fonction linéaire 


w= f(:) = a: + b, 
où a et b sont des constantes complexes. Montrer qu'au point z, cette fonction 
admet une limite égale à w, = az, + b, a # 0. 


DÉMONSTRATION. En effet, prenons un nombre arbitraire & > 0. Etant 
donné que 


1f G) — wol = 1(ez + b) — (as + b)] = laz — as = lal:]: — 2, 


en choisissant en qualité de à (e) > 0 le nombre Ô — mt , On aura |f (2) — wol 
< &e pour 0 << |z — z,| << Ô. Cela signifie que w, — az, + b est la limite de la 
fonction f (:) = az + b au point 2. 

Etant donné que 


continues dans ce domaine, alors que la fonction 


n'est continue qu'aux 


lim f (2) = az + b = f (co); 
z — Zn 
on peut conclure que la fonction linéaire considérée est continue en tout 
point 2. 

EXEMPLE 7. Montrer que la fonction w = :° est continue pour n'importe 
quelle valeur de z. 

SOLUTION. Prenons un point arbitraire :, et un nombre arbitraire e > 0. 
Etant donné que la valeur de la fonction f (z) = z° au point z, est égale à f (2) = 
— z3, nous One onIrer qu'il existe un nombre 6 (e) >> 0 tel que |z° — 25] << e 
pour |: — :,| << 0. 

Siz — Lo. il doit exister un nombre M > Otelque|z:|<Met|= | < M. 
Alors 


[5 — 261 = 1 + 20) ( — 20) = 12 + 201412 — 2ol < 
< (121 + 201) 12 — 201 << 2M 12 — 20l. 


E 


Si l’on pose ôÔ — SM ? 


de l'inégalité |z — :,1 << 6 il découle que 


]22 — 22] << 2MÔ < e, 
ce qui signifie que la fonction w = z° est continue pour tout z,. 


En utilisant la définition de la limite, montrer que 
._ 2241 : 
92. lim 1. 93. lim {z| =5. 
-.…1 2+2 Re | 
Calculer les limites suivantes : 
: z2+3iz—2 ; cos 2z 
lim. lime: 


Z—he— 


4 
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£ sin z . + ez+4 
96. an 1e 97. lim PTE I 
25 


Montrer que les fonctions suivantes sont continues dans tout 
le plan complexe: 


98. f (2) = 2. 99. f(2) —Rez. 100. f (z) — Imz. 

101. P, (2) = a0z" Last +... +a,, où ay (k = 0, 1, ... 
..., n) sont des constantes complexes. 

102. Montrer que la fonction rationnelle R (z) — Fa : 
P (z) et Q (2) sont des polynômes, est continue en tous les points 
du plan complexe des z où Q(z) = 0. 


103. Montrer que la fonction w — e* est continue en tous Îles 
points du plan complexe. 


où 


$ 4. Dérivation des fonctions d’une variable complexe. 
Conditions de Cauchy-Riemann 


Soit une fonction w = f (:) définie dans un certain domaine D du plan 
complexe des z. Supposons que les points z et z + Az appartiennent au domai- 
ne D. Désignons 


Aw = f (2 + Az) — f (x), Az = Az + iAy. 


DÉFINITION 1. On dit que la fonction w = f (z) est différentiable au 


point z € D si le rapport T possède une limite finie lorsque Az tend vers zéro 


d'une façon arbitraire. Cette limite est appelée dérivée de la fonction f (z) au 


point = donné et est désignée par le symbole f” (:) (ou w’, ou encore) . De 
cette façon, par définition, 
w'=f'(2)= lim 00 (1) 
z-0 Àz 

Si z=zr<+iy, w—=/{(:) —u(z, y) +iv(zx, y), alors en chaque point 

de différentiabilité de la fonction f (2) les rapports 
ou _ dv Ou _____ dv (2) 
07 dy ? dy 0x ? L 


sont valables. Ces rapports sont connus en tant que conditions de Cauchy-Riemann. 
Inversement, si en un certain point (x, y) les fonctions u (x, y) et & (x, y) 
sont différentiables en tant que fonctions des variables réelles z et y et si. en 
outre, elles vérifient les rapports (2), alors la fonction f ( = u + ivest diffé- 
rentiable au point z = x + iy en qualité de fonction de la variable complexe =. 
b DÉFINITION 2. La fonction w = f (z) est dite analytique en un point 
donné z € D si elle est différentiable aussi bien au point z lui-même que dans un 
certain voisinage de ce point. On dit que la fonction f (z) est analytique dans le 
domaine D si elle est différentiable en chaque point de ce domaine. Pour toute 
fonction analytique f (z), on a 
, du , , dv _ dv Ou ou Ou dv dv 
PG)= 3z T4 ôz dy dy zx ou ap à ôz (3) 


0 FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE ICH. I 


EXEMPLE 1. Montrer que la fonction w — e: est analytique dans tout le 
plan complexe. 
SOLUTION. On a e? — e* (cos y + isin y), de façon que 


u(z, y) = e* cos y, U(z, y) = e* sin y. 


Les fonctions u (x, y) et v (r. y) étant des fonctions des variables réelles z et y, 
elles sont différentiables en tout point (x, y) (elles possèdent des dérivées par- 
tielles continues de n'importe quel ordre) et satisfont, en outre, aux condi- 
tions (2). 
11 s'ensuit que la fonction w = e: est analytique partout. D’après la for- 
mule (3), on obtient pour la fonction f (:) = e: 
(e:)’ = (eX cos y)£ + à (e* sin y)£ = e* (cos y + i sin y) = eï. 


Donc, (e:)’ = eï. L 

EXEMPLE 2. Est-ce que la fonction w = =: est analytique ne füt-ce qu’en 
un seul point ? 

SOLUTION. On a z: = x° + y°, de façon que 


u(z y) = 2 + y, v(z, y) x 0. 
Dans ce cas, les conditions de Cauchy-Riemann prennent la forme 
27 = () 
et 
et ne sont satisfaites qu'au point (0, O). 


Par conséquent, la fonction w — zz n’est différentiable qu’au point = — U 
et elle n’est analytique nulle part. 


Montrons, en nous appuyant sur la définition 1, que la fonction f (:) = 2: 
est différentiable au point z — 0. En effet, f (0) — 0. Pour cette raison, 


Af = f (0 + Az) — f (0) = Az-Az 


et 
lim 47 — Jim 45:42 Jim A5— lim (Ar — iAy) =0. 
A:=0  Àz A:—-0 À: Az—0 Ax—0 


Ay—0 


Donc, la dérivée f’ (0) existe et elle est égale à zéro. 
EXEMPLE 3. Est-ce que la fonction w = z = x — iy est analytique? 
SOLUTION. Ici les fonctions des variables z et y u (x, y) = ret v (zx, y) = 
= —y sont partout différentiables. On a 


ou ou ôv dv 
—— — ——— — — —() — — — 
=, 0, 5 + 1 
Ainsi, _ SE TE ce qui signifie que la première des conditions de Cauchy- 


Riemann n'est satisfaite en aucun point du plan complexe. 

11 s'ensuit que la fonction w = z n’est différentiable nulle part, donc, elle 
n’est pas analytique. 

En utilisant les conditions de Cauchy-Riemann, indiquer parmi 
l:s fonctions suivantes celles qui sont analytiques au moins en un 
point et celles qui ne le sont pas: 


104. a) w = 27; b)w—=2e#: c) w—=]|z|z; 
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d\)w—=e"; e)w—=l|z|Rez; f) w — sin 3z — i. 
105. a) w — z2Rez: b)w=—2zlmz; c)w—|z/|Imz: 
d) &w =: ch. 


106. Montrer que la fonction w = In z est analytique dans le 
domaine Re z > 0. 


107. Montrer par calcul direct que si r est un nombre naturel, 
(z")" = nz7-1, 


108. Montrer que si les fonctions analytiques f (z) et @ (:) satis- 
font à la condition f" (z) = œ’ (2), alors f (z) — @ (z) + const. 

109. Montrer que si l’on passe des coordonnées cartésiennes 
(x, y) aux coordonnées polaires (0, œ), les conditions de Cauchy- 
Riemann prennent la forme 


ou 1 dv ôv 1 ou 
= —— = ———, 4 
op p dF ? op p ôq de 
110. Montrer que si la fonction analytique w — f (z) est une 
fonction réelle dans un certain domaine, elle est alors constante. 
111. Montrer que si la fonction f (z) = u (x. y) + it (x. y) est 
analytique dans un domaine D, l'égalité 


du où de | 
dx ôÔx 0y dy 
est vérifiée dans ce domaine. 

112. Soit f (z) — u (x. y) + iv (x, y) une fonction analvtique 
dans un domaine D. Montrer que les familles des lignes u (r, y) — 
— const et v (x, y) — const sont orthogonales. 

113. Montrer que le module et l'argument de la fonction analy- 
tique 

f(z)=R (x, y)eitemn 
sont liés par les relations 
ôoR R 90 0oR R 0D 


07 oy ? ôy 0x * 

En utilisant les conditions de Cauchy-Riemann, on peut rétablir une fonc- 
tion on f (z) si l'on connaît sa partie réelle v (x, y) ou celle imaginaire- 
e (z, y) (cf. (9). 

En outre, une fonction 1 (7 analytique dans le voisinage d’un point 2. 
peut être rétablie à l’aide de l’une des formules suivantes (cf. [5]) : 


jeu (En, Le) 5, (5) 
por ( He, )+c,, (6 


où C, est le nombre conjugué de C, = f (x), alors que z, est le conjugué de Zo- 
EXEMPLE 4. Trouver la fonction analytique w = f (z) si l'on connait 
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sa partie réelle u (z, y) — 2e* cos y et compte tenu de la condition supple- 
mentaire f (0) = 2. 


SOLUTION. PREMIÈRE MÉTHODE. On a = = 2 cos y. En vertu 
de la première des conditions de Cauchy-Riemann, il faut que Te _ Te de 


‘façon que _ = 2e* cosy. Donc v(x, y) = | 2e% cos y dy = 2e sin y + 
+ œ (x), où la fonction p (x) n’est pas encore connue. En dérivant v (x, y) 
par rapport à z et en utilisant la seconde des conditions de Cauchy-Riemann, 
-on obtient 


2e* siny+@p' (x) — 2e sin y, 


d'où ®’ (x) = 0, ce qui signifie que p (r) = C, où C = const. 
Ainsi, u(xz, y) = 2e* sin y + C, et, par conséquent, 


f (2) = 2e% cos y + à (26% sin y + C) = 2ez + ic. 


La constante C est trouvée en partant de la condition f (0) = 2, c’est-à-dire 

2e9 + iC = 2, d'où l’on trouve C = 0. La réponse sera: f (z) = 2e:. 
DEUXIÈME MÉTHODE. Mettons à profit la formule (5). Dans le cas 

examiné, u (x, y) = 2e* cos y, z9 = 0, Co = 2. D'après la formule (5), on 


2 £ - iz 
aura f (z) = 2:2e: FcOS—— — 2. Ayant en vue que cos 7 = cos (—=-) = 


= ch 5» on obtient finalement f (z) = 2e:. 


EXEMPLE 5. Trouver la fonction analytique w = f (:) si l'on connaît 
sa partie imaginaire vw (x, y) = 3z + 2ry et que { (—i) = 2. 

SOLUTION. Utilisons la formule (6). Dans le cas examiné, v (x, y) = 
= 3x + 2ry, 0 = —i, Co = 2, de façon que 


ci 
e 2 = 3iz 2°. 


f (2) =2i (3-4 
Rétablir la fonction analytique f(z) dans le voisinage du point 
Zo d’après sa partie réelle u (x, y) ou imaginaire & (x, y) qui est 


connue et d’après la valeur de f (2): 


114. Qu, fm =< b) u= Arctg#(z>>0), f (1) =0; 


chu —=2 — y + 2x, f (i) = 2i — 1. 
115. a) v = 2 (ch x sin y — xy), f (0) = 0; 

b)u —2sinzxzchy— zx, f (0) =0; 

c)v =2(2shzsin y + zy), f (0) = 3. 
116. a) v — —2 sin 2x sh 2y + y, f (0) = 2; 

b) v — 2 cos x ch y — x° + y*°, f (0) = 2. 


DÉFINITION 3. Une fonction @ (x, y) est appelée harmonique dans un 
domaine D si elle possède dans ce domaine des dérivées partielles continues allant 
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jusqu'à l’ordre 2 inclusivement et si elle satisfait à l'équation de Laplace 


Si une fonction f (z) = u + iv est analytique dans un certain domaine D, 


ses parties réelle u (x, y) et imaginaire v (z, y) sont des fonctions harmoniques 
dans ce domaine. 


Toutefois, si l’on a deux fonctions harmoniques quelconques x, (zx, y) et 
” (z, y), cela ne veut pas dire que la fonction f1 (2) = 4 (x, y) + im, (x, y) 
oit obligatoirement être une fonction analytique. Pour qu'il en soit ainsi, 
les fonctions u, et v, doivent en outre vérifier les conditions de Cauchy-Riemann. 
Deux fonctions harmoniques qui satisfont aux conditions (2) forment un 


couple conjugué de fonctions harmoniques (l'ordre de disposition des fonctions 
dans le couple est essentiel). 


117. Montrer que les fonctions suivantes sont des fonctions 
harmoniques : 


a) u=21+2r—y%; b)u—2e cosy; c) u— 


4 
d) U= — ST: e) u=arctg + ; f) u— In (z32+ ya). 


118. Est-ce que les fonctions ci-dessous peuvent former la partie 
réelle ou imaginaire de la fonction analytique f (z) = u (x, y) + 
+ iv (x, y)? 


a)u—=2 — y + 2zy; b)u=zx; c) v = In (2° + y); 
a) v= EE y 


119. Quelles sont les conditions nécessaires pour que le trinôme 
u —= ax? + 2bxzy + cy* soit une fonction harmonique? 

Dans les exemples qui suivent, on indique les couples w (x, y), 
v (x, y) de fonctions harmoniques. Trouver parmi eux les couples 
conjugués de fonctions harmoniques. 


120. a) u—3(1x?—y?), v — 373y — y; 
Due = RE: 
c) U=T, = — y; 


d) u —=e* cos y +1, v = 1 +e* sin y. 


121. Soit u (x, y) une fonction harmonique dans un domaine D 
où elle possède des dérivées partielles continues de n'importe quel 
ordre. Montrer que ces dérivées sont également des fonctions harmo- 
niques dans le domaine D. 

122. Soit u = u (x, y) une fonction harmonique dans un do- 
maine D. Trouver toutes les fonctions f pour lesquelles la fonction 
f (u) sera harmonique dans le domaine D. 


3—01485 
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123. Soit w = f (z) une fonction analytique dans un domaine D. 
Quelles fonctions parmi celles indiquées ci-dessous: a) |w |; 
b) Argw; c) In | w | seront harmoniques dans le domaine D? 

124. Montrer que le produit de deux fonctions harmoniques 
conjuguées u (x, y), v (x, y) dans un domaine D sera une fonction 
harmonique dans ce domaine. 

125. Soit u = u (x, y), v = v (x, y) un couple de fonctions 
harmoniques conjuguées dans un domaine D. Quels couples de fonc- 
tions parmi ceux indiqués ci-dessous 

a) Au — Bv, Bu + Av, À et B étant des constantes: 

b) u° — v*, uv; c) e“ cos v, e“ sin v 
réunissent des fonctions harmoniques conjuguées ? 


EXEMPLE 6. Trouver toutes les fonctions harmoniques de la forme u — 
= f (zx? + y?) qui diffèrent d’une constante. 

OLUTION. Etant donné que les fonctions inconnues doivent être harmo- 
niques, elles doivent satisfaire à l'équation de Laplace 


__ ôfu d°u 


Portons la fonction donnée dans l'équation (7). Pour ce faire, trouvons 
ses dérivées secondes. Posons t = x? + y?. On aura u = f(t). où t = t(x, y). 
D'après la règle de dérivation d'une fonction composée, on trouve 


ôu __,,,, ôt Où psy, 9t. 
Pr | (e) 3x ? An | (c) TIR 
du _, ot \2,,, dt . du ot. V2, 071 
ss 1" (t) (+) + f" (+) Tr og | (+) + f (0) "ay * 
En additionnant les deux dernières égalités, on obtient 
ot® \2 ôt \27,, DU: 0 de, 
(+) +(<)] + (+) FO 
ou 
tf" (9 + f° (O = 0. 
Pour la recherche de la fonction f, nous avons obtenu l'équation d’Euler 
&f" () + tf (D = 0, 
dont la solution générale est donnée par la fonction 
f(t) = Cilnt-!-C+, C1 et Ca étant des constantes. 
De cette façon, les fonctions harmoniques inconnues sont de la forme 
u=f(#+ y = Cln (2 + y?) + C2. 


Trouver toutes les fonctions harmoniques correspondant aux 
formes indiquées : 


126. zx = f (ax + by); a, b sont des constantes. 
127. u—/f(xy). 128. u=/f (+). 129. u = f(x®— y?) 
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130. u=f(2+Vz+y) 131 u=f[ Sn), 


SENS GÉOMÉTRIQUE DU MODULE 
ET DE L’ARGUMENT D'’UNE DÉRIVÉE 


Soit f (z) une fonction analytique au point z, et soit f” (2) 0. Alors 
If (%)1 est égal au coefficient de dilatation au point z, par l'application w = f (z) 
u plan des z sur le plan des w; pour plus de précision, il faut indiquer que pour 
If” (z)1 > 1 on assiste à une dilatation, alors que pour |f’ (z)| << 1 il y acon- 
traction. 
Du point de vue géométrique, l'argument de la dérivée f’ (2) est égal 
à l'angle duquel il faut tourner la tangente au point z, à toute courbe lisse dans 
le plan des z qui passe par le point =, pour obtenir l'orientation de la tangente 
au point w, = f (z) à l’image de cette courbe dans le plan des w par l’applica- 
tion w = f (z). Remarquons que pour = Arg f’ G) > 0, la rotation se fait 
dans le sens antihoraire, tandis que pour << 0, dans le sens horaire. 


EXEMPLE 7. Trouver le coefficient de dilatation et l'angle de rotation 
au point 4 = W2+i V2 par l'application w = 21. 

SOLUTION. Ona w'(2)= 27, de façon que w’| +, 3 = 2 V2 + 
+12 V2. 


En passant de la présentation du nombre complexe 2 V2 + i2 V2 sous 
forme algébrique à sa présentation sous forme trigonométrique, on obtient 


) V2+i2 V2=4 (V4 F2}: [cos " + i sin +) ; 


Donc, 
FAC) =4,  Argf'(s) = 
zmW2+iW2 BIG y5hys x 
ce qui signifie que le coefficient de dilatation r = 4, alors que l’angle de rota- 
x FL 
ton om = al 

Trouver le coefficient de dilatation r et l'angle de rotation 
aux points donnés par les applications w — f (z) indiquées: 

132. a) w—e* aux points z,—In 2+iT et zZ, = —1— is : 

b) w=—sin z aux points z,—0 et z,—1+i; 
c) w=z$ aux points z—=2—;i et Z= 14 is. 
133. Indiquer la partie du plan complexe qui se dilate et celle 
qui se contracte en présence des applications suivantes: 
a) w=e; b)w—Ilnz; c) w=—; d) w= 23. 

Si une fonction w = f (:) analytique dans un certain domaine D applique 
d'une façon biunivoque ce domaine sur le domaine D, alors une courbe L disposée 
dans le domaine D aura comme image dans le plan des w une certaine courbe Z 
3* 
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dont la longueur sera 


Ww= (ir Eli. (8) 
L 
Pa l'application w = f (:), le domaine D du plan des z est transformé 


en le domaine D du plan des w et l'aire du domaine D ainsi obtenu est donnée 
par la formule 


s = [\ire rad. (9) 


D 


De cette façon, |f’ (z)/° est égal au coefficient de distorsion de l'aire par 
l'application w = f (2). 


EXEMPLE 8. Le point z= zxz<+ iy décrit le segment 
z=i, —1<y<1. (40) 


Quelle sera la longueurkde la ligne obtenue par l’application de ce segment 
réalisée à l’aide de la fonction w = :*? 
SOLUTION. PREMIÈRE MÉTHODE. On a w = z° ou 
u +iv= z° — y? + i2zy, 
c’est-à-dire 


{ u = r2— yà, 
u—2ry. 
Il est évident que sur la ligne (10) on aura 
—1—yt, 
es (19 
v=2y, 


de plus, lorsque y varie de —1 à +-1, v variera de —2 à +-2. De (11) on tire 
l'équation de la parabole 


ut (lig. 3). (42) 


La longueur de l'arc 4A’B’C’ de la parabole (12) sera 
: — 2 
us := 2 \ V/1+# du = | Vu d=2 V2+1n(3+2 V2). 
0 0 


DEUXIÈME MÉTHODE. D'après la formule (8), on a 


1 1 
lo | | f'G) La 1= | 12114: 1=2 | VTT y ày=1 | VTT rt ày= 
L L ES | 0 


=2 V2+in(3+2 V2). 


EXEMPLE 9. Calculer l'aire du domaine obtenu par l'application w = e? 
du carré 


a—e<r<ate, —e<y<e (fig 4) 


(2 est un nombre réel, 0 <e< x, z2= zx + iy). 
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U 


c'(8,2) 


4'(G -2) 


Fig. 3. Fig. 4. 


Calculer la limite du rapport de ces aires lorsque e —+ 0. 

SOLUTION. PREMIÈRE MÉTHODE. On a w = eï = extiv = exelu ou 
w = pe, où p = e*, @ = y. De cette façon, par l'application w = e: on obtient 
dans le plan des z un domaine borné par deux demi-droites Arg w = —æeïet 
Arg w — e& et par les arcs de Jeux circonférences p — e"”" et p — ette (fig. 5). 
L'aire du domaine obtenu à la suite de l’application indiquée sera 


: eate 
Sw = | a | p dp=ee"t"*e (ete 4), 
Le -a—E 


DEUXIÈME MÉTHODE. En appliquant la formule (9), on a 
So [Tire tar ay | [er de dy = 
D 


D 
are [2 

= | à | dy=ceta" 2e (ke 4). 
a-e nd 


Il est évident que l’aire S, du domaine D est donnée par la relation S. = 4eî. 
C'est pour cela que 


2a—2e, he 
lim Sw _jim ge (en. 


e-0 Sz e-0 4e* 
134. Trouver l'aire de l’image du carré D {0<r<1,0<y<1} 
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obtenue par l’application w — z°, de même que la longueur de sa 
frontière. 


135. Trouver l'aire de l’image du rectangle 
PÉ0<aSI<n<T+, 0<y ELU <+} 


obtenue par l'application w = cos z. 
136. Supposons que z décrit un domaine défini par les conditions 


ISA, —7<Ars 2< +. 


Trouver l’aire du domaine obtenu par l’application w = 2°. 

137. Trouver la longueur Z de la spirale sur laquelle est appliqué 
le segment y = x, 0 < x L 21 par la fonction w = e*. 

138. Trouver le domaine P, sur SE la fonction w = €& 
applique le rectangle P{{<Lz<2,0<Ly<L8}. Calculer l'aire 
du domaine P,, à l’aide de la formule (9) e et indiquer la raison pour 
laquelle le résultat obtenu de cette façon n'est pas correct. 

139. Trouver l'aire de la figure obtenue par l'application d’un 
triangle borné par les lignes zx = 0,y = 0,r + y = 1 à l’aide de la 
fonction w = À + iz. 


$ 5. Intégration des fonctions d’une variable complexe 


Soit f (z) une fonction uniforme définie et continue dans un domaine D 
;. soit C une courbe orientée lisse par morceaux, fermée ou non fermée, située 
ans D. 


Soient 


z2=z+iy, f{=u<+ir, 


où u=ut(z,y), v = v(z, y) sont des fonctions réelles des variables z et y. 
Le calcul de l'intégrale de la fonction f (z) de la variable complexe z se 
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ramène au calcul des intégrales curvilignes habituelles, c’est-à-dire 


| 1 (2) 45: = ( u dr—vdy<+i | v dr +u dy. (1) 
C C C 


Généralement parlant, l'intégrale | f (z) dz dépend du chemin d'intégration C. 


Si f (2) est une fonction analytique dans un domaine simplement connexe D, 
l'intégrale ne dépend pas du chemin d'intégration. Dans ce cas, 


| f&@)d:=0, 
L 
où L représente tout contour fermé lisse par morceaux dans le domaine D. 
Si la courbe C est donnée par les équations paramétriques 
z=z(t), y—=yt(t 


et si le point de départ et le point final de l’arc C correspondent aux valeurs du 
paramètre & = {,, t = tx, alors 


{ 
Jf@a= | (13:00 à, (2) 
C le 
où 
2 (D) = 2 (+) + iy (0). 
Si la fonction f (z) est analytique dans un domaine simplement connexe D 
qui contient les points z, et z, la formule de Newton-Leibniz 
Z1 
À 100) de = D (1) © (25) = © () (3) 


0 


est vérifiée. Ici, ® (2) est une primitive quelconque pour la fonction f (2), c'est- 


à-dire 
D" (2) = f (2) 


dans le domaine D. 

Si les fonctions f (z) et p (z) sont des fonctions analytiques dans un domaine 
simplement connexe D, z, et z, étant des points arbitraires situés dans ce domai- 
ne, la formule d'intégration par parties 


Z1 = 


liopoë=toet (ee 


est valable. 

Pour les intégrales des fonctions d'une variable complexe, le changement 
de variables s'effectue d’une façon analogue au cas des fonctions d’une variable 
réelle. Supposons que la fonction analytique z =  (w) réalise une application 
sn du contour C; situé dans le plan des w sur le contour C dans le plan 

es z. Alors 


| rw de À 510 tw)1 q' (w) do. 
C Ci 
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Si le chemin d'intégration est constitué par une demi-droite qui sort du point z, 
ou par une circonférence de centre z,, il est utile d’effectuer le changement de 
variable suivant : 


s— 2 = pe. 

Dans le premier cas, @ = const, tandis que p est la variable réelle d’inté- 
no dans le second cas, au contraire, p — const, p étant la variable réelle 
‘intégration. 

EXEMPLE 1. Calculer l'intégrale 


| (4 i— 22) dz 
C 


prise le long des lignes qui relient les points z = 0 et za = 1<+i: 
1) suivant une droite; 
2) suivant la pero y = T°; | 
3) suivant la ligne PosyEone te Z12Z372, OÙ 28 = 1. 
SOLUTION. Récrivons la fonction figurant sous le signe d'intégration: 
A+i— 23 (1 — 2x) + 1 (1 + 2y). 
Ici u = 1 — 2r, v = 1 + 2y. 
En utilisant la formule (1). on obtient 


| u+i-2ñé= | A 25) de (1429) du +4 | (4-20) de+ (420) dy. 
C C C 


1) L'équation de la droite qui passe par les points z = 0 et z = 1 + i 
sera y = zx, 0 < z < 1, ce qui veut dire que dy = dx. Pour cette raison, 


1 
fA+i2r) à | [A — 27) — (14 27)] de+ 
C 0 


1 
+1 | [(A +27) (4— 22)] dr = 2 (1— 4)" 
0 


2) Pour la parabole y = z°, on a dy = 2x dx (0 < x < 1). Il s'ensuit que 
1 

| (4 i— 22) ds — À [4—2z—(1+ 22?) 2r] dr + 
0 


A+222+(1—27) 27] dr = —2++ 1. 


+ 
Cu 
On, 


3) Sur le segment z,z, on a y = 0, dy = 0, 0 < zx < 1. Sur le segment 2:79 
onaz= 1,dz = 0,0 < y < 1. En utilisant la propriété de linéarité des inté- 
grales curvilignes, on obtient 


fetias (arie+ | urine 
C 


Za12s 2173 
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1 


1 
(1— 2x) dr+i | à 1 1+ 2y) dy+t (1—2-1) dy = —2. 


0 


UE 


Cet exemple montre que no d'une fonction continue qui n'est pas 
analytique dépend, généralement parlant, de la configuration du chemin d'in- 

tion. 

EXEMPLE 2. Calculer l'intégrale 


À (2425 ds, 
C 


où C est l'arc de cercle ]z] = 1 (0< Argz< x). 
SOLUTION. Posons z = eŸ. Alors dz = ieŸ do et 


je 24 22) ds + ap 


EL 
= | (e139 Leiv) dp= (+ 439 +ete) =. 
0 


EXEMPLE 3. Calculer l'intégrale À &3 dz, où C est le segment de la droite- 
C 


= —z qui relie les points z, = 0 et z, = 71 —in. 
SOLUTION. Les équations paramétriques de la ligne C s’écrivent 


z = t, y = —t 


ou bien, sous forme complexe, 
z=t— il, 


où la variable réelle ? varie de 0 à 
En appliquant la formule (2), di ‘obtient 


T I 
| ed = | ettit(4— i) dt—(1— à) [ et+08 En eti+hs ee +1) i. 
0 0 
EXEMPLE 4. Calculer l'intégrale 


2+1 
| (3z2+ 22) dz. 
ii 
SOLUTION. Etant donnée que la fonction f (2) = 35° + 2z figurant sous- 


le signe d'intégration est analytique partout, l'application de la formule de- 
Newton-Leibniz donne 


2+i 
| Gr+aa=(+2) [7 
1-i 
= (2H DS HD (1) — (Ai) 7 + A9. 


LEE 
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EXEMPLE 5. Calculer l'intégrale 


2 Cos 2 dz. 


Otnn—, n° 


SOLUTION. Les fonctions f (:) = z et q (z) = cos z sont partout analy- 
tiques. En appliquant la formule d'intégration par parties, on obtient 

i 
er sin z di: — 
“on 

0 


À i 
À Z COS 2 dz — \ Z(sin =)" d:=(:sin:) 
0 0 
i 


,=—sb1+ch 1—41— 


= isinitcosz 1—e 


BRANCHES UNIFORMES D'UNE FONCTION MULTIFORME. 
POINTS DE RAMIFICATION 


Soit w = 1 Q une fonction analytique dans un domaine D et supposons 

qu’elle applique le domaine D sur un domaine G et que la fonction réciproque 
z =  (w) soit multiforme dans le domaine G. Si dans le domaine G il existe 
des fonctions uniformes analytiques z = q1 (w), z = me (w), . . . pour lesquelles 
la fonction w = f (z) est une fonction réciproque, on dit alors que les fonctions 

gi (as Pa ( , . . . Sont des branches uniformes de la fonction @ (w) définies dans 
e domaine G. 


Par exemple, la fonction w = =" associe à chaque point z, un seul point w,, 
mais à jun seul et même point w, (w 5 0, w = co) la fonction z= Yw fait 
correspondre n points distincts‘ du plan des z; de plus, si w — pel°, ces n valeurs 
de z sont données par la formule z, = reï9*, où 


2kn 
n 


Pr pu = F (—r<0< a, 1 =0, 1,2, .... n—1). 


Soit un domaine simplement connexe G qui contient le point w, mais qui 
ne contient ge les points w —= 0 et w — . Dans ce cas, pour le même choix 
0 


du nombre 6, (par exemple, 8, = Arg w.), aux différentes valeurs fixées de k 

(k = 0, 1, 2,..., n — 1) il correspond différentes branches de la fonction 
Je 

z2= y w. 


si, en contournant un point dans un voisinage suffisamment petit, on as- 
siste au passage d’une branche de la fonction multiforme à une autre branche, 
on a affaire à un point de ramification de la fonction multiforme examinée. 


La fonction ÿ;/w a comme points de ramification les points w = 0 et w = oo. 
Après avoir contourné n fois le point w = 0, on revient à la branche initiale 


de la fonction Yw; les points de ramification qui jouissent de cette propriété 
sont appelés points de ramification algébriques d'ordre nr — 1. En chacun de 
<es points, la fonction ne prend queue valeur unique: Y 0 — 0, Y > —= o, 
ce qui signifie qu’à ces points les différentes branches de la fonction coïncident. 
Pour la fonction logarithmique w = Ln =, on a comme points de ramifica- 
tion /z = 0 et z — , de plus, Ln 0 = et Ln æ — . En contournant (dans 
le même sens) le point =: = 0 n'importe quel nombre fini de fois, on ne revient 
jamais à la branche initiale de la fonction Lan z. Les points de ramification de ce 
are sont appelés points de ramification logarithmiques. Lors de l'intégration, 
Al faut procéder à la séparation d'une branche d’une fonction multiforme. Cela 
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s'obtient en donnant la valeur de la fonction multiforme en un certain point 
du contour d'intégration. 
Si le contour d'intégration C est fermé, on considère comme point de départ 
s, du chemin d'intégration le point auquel est donnée la valeur de la fonction 
nt sous le signe d'intégration. 
EXEMPLE 6. Calculer l'intégrale 


_. 


L 


où C est l'arc supérieur du cercle [z] = 1. Pour }/z, on considère la branche 
pour laquelle V1 = —1. 


SOLUTION. PREMIÈRE MÉTHODE. La fonction Vz.possède deux 
déterminations: 


Vz= VTaT (cos Fi sin À). 
Va= VTET | cos ( +) +tsin ++a) |= 


(3 
—=—|:| (cos ++ sin +): 
où = Argz. 


Etant donné que les valeurs de z sont prises sur le cercle unité, alors [z| = 1 
et, par conséquent, 


Vi=cos E+isin +, Vz= —cos L_isinT. 


2 
La deuxième détermination satisfait à la condition Y 1 = —1 
V:= —cos + —{sin + ; (4) 


En effet, soit z — 1. Alors Arg z = 0 et 
V 1 = —cos 0 — i sin 0 = —1. 
D'après la formule de Newton-Leibniz, on obtient 
— 1 


(=! de =2 Vi| 21 
C 


1 


En posant z — —4{ dans la formule (4), on trouve 
V —i= — | cos LED +isin EI = 
ñ s. T 
— (oos D Téisin +) = — À. 


Conformément au choix de la branche, ona W1 = —4 et finalement on obtient 
dz 


—— = 2(1—i 
Fr (1—i). 
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DEUXIÈME MÉTHODE. On pose z = pe, où p = 1, alors que y varie 


. 1 Lin 
de 0 à x. De la condition y1 = —1 il découle que V'eiv = € E ) 


TI 


Î dz = | ie? ds À iei9 ap Cf 4 
V'eiv ù (+) 


——s 
o 
0 
LR Di 
A VF nsc 2 et) 2 (1 —i). 


. Donc 


| 
3 
EXEMPLE 7. Calculer l'intégrale Z = | Dé prise le long de l’are 
1 
du es Il = 1 (1n zest la détermination principale du logarithme, 1n 1 = 0). 


UTION. PREMIÈRE MÉTHODE. En appliquant la formule de 
Newton-Leibniz, on obtient 


i j 
3 s = 4 
1= | = =: de= | NN LL. | _ 
1 


à 

1 
_Inti—In1 _Inti _ 1 (+) a 
EE 2 
DEUXIÈME MÉTHODE. On effectue le changement de variable 


In 2—=ÙÛ, dv. 


L'arc du cercle |z] = 1 devient le segment de l'axe imaginaire compris entre 
les points (0,0) et (0. +). 


L'intégrale prend alors la forme 


DL 4 
TZ" A ; 
wa 2 1 ni ns 
= | war 0 4 2 6%" 


TROISIÈME MÉTHODE. Posons z = e® (ici p = |z| = 1). Alors 
Inz—ip,  dz— &e° aq. 


La variable réelle @ varie dans les limites 0 < @ & x/2. Dans ce cas, 
on obtient 


Es d 
ri 4 
p° dp= p° = 


LL 
2 
F { pe Vidp 
— ei? dd 4 |o 64 ° 
0 


ot, n|1 


Calculer les intégrales suivantes: 
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140. {2 Im 2° de, C:1z21=1(—rArgz<0). 
C 


141. (0 Re z dz, C'est la droite qui relie les points z, = 0, 
C 
Ze — 1 + L. 
142. [in z dz (In zest la détermination principale du logarithme), 
C 
C:1z1 = 1, a) le point de départ du chemin d'intégration z0 = 1; 


b) zo = —1. Le chemin d’intégration est parcouru dans le sens 
antihoraire. 


143. {2 Rezdz, C: |z|—=1. Le chemin d'intégration est 


C 
parcouru dans le sens antihoraire. 
144. EE dz, C: |z | = 1. Le chemin d'intégration est parcouru 


C 
dans le sens antihoraire. 
i 


145. | dz. 
1 

146. Î Re z &, C:a)z=(2+i)t O<t<1); b) une ligne 
C 


polygonale constituée du segment [0, 2] de l’axe réel et du segment 
qui relie les points z, = 2 et z, = 2 + i. 
1-4 i+1 4 
147. | (2z2+1)dz. 148. | 23 dz. 149. | (324 — 223) dz. 
1+1 0 1 


150. je: dz, C: a) l'arc de la parabole y = x*° qui relie les points 
C 
Z =0 et z, = 1 +i; b) le segment de droite reliant les mêmes 
points. 


151. À cos z de, C: le sezment de droite reliant les points 
CO 


4=+ et 2 =1n—+ i. 


152. | = a) la demi-circonférence supérieure [z] —1; 


C Vi? 
on choisit la branche de la fonction Vz pour laquelle Vi=1;: 


b) |z]=1, Re z>0; er EE (1 —i). 
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153 | = , C: la demi-circonférence supérieure |z:] —1;: on 
c r° 
4 4 
considère la branche de la fonction w= V z% pour laquelle V 1—1. 
2i ES i 
154. | (2—z)e* dz. 155. | Z COS z dz. 
1+1 0 


z sin 2 dz. 157. | (z— i) e° dz. 
0 


PERD à le long de l'arc de cercle |z] = 1, Imz=>0, 


Re z>0. 


i 
159. | 2 dz le long du segment de droite qui relie les 
1 
points z,—= 1 et z,—i. 
1+i 
160. | sin Z COS z dz. 


RUE dz le long de la droite qui relie les points 


0 
1 
161. ( 1H 
ï 
24 == 1 et Z2 = l. 


i 
162. | le long de la droite qui relie les points z, — 
Sin 2 
1 


— —1et z—=i; on choisit la branche de la fonction V sin: 
pour laquelle V sin (—1)= i V/sin 1. 


163. À Re (sin z) cos z dz, C: |Imz|<1, Re =. 


z Im (z?) dz, C: [Imz|<1, Re z=— 1. 


165. ze:" az. 


166. ftezde, C: l'arc de la parabole y—=zx® reliant les 
C 


points z2=0 et z=1<+i. 
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$ 6. Formule intégrale de Cauchy 


Si une fonction f (z) est analytique dans un domaine D borné par un con- 
tour C fermé lisse par morceaux et sur ce contour lui-même, la formule 
intégrale de Cauchy cest alors vérifiée 


1 Î (:) az 
fE= TE (0€ D). «) 
où le na C est parcouru de manière que le domaine D se trouve constam- 
D à auche. 
ormule intégrale de Cauchy donne la possibilité de calculer certaines 
Free 
EXEMPLE 1. Calculer l’intégrale 


| ch iz dz 
2+42+3 7 
\z1=2 


SOLUTION. A l’intérieur de la circonférence |z] = 2, le dénominateur 
s'annule au point z, = —1. Pour avoir la possibilité d’ utiliser la formule (1), 
mettons l’intégrale sous la forme 


ch _chiz 
ch iz ch iz _ "243 
Î +4 +3 mao J +1 G+3) Fo ( z—(—1) de 
Iz1=2 =? 
ch iz 


Ici = —1 et la fonction f(:)=— 


243 est analytique dans le disque |:| < 2. 
Pour cette raison, 


| HE onif(—1) ni =ni chi= ni cos 1. 


ch(—i) 
zt+4z+3 2 


[z1=2 


EXEMPLE 2. En utilisant la formule intégrale de Cauchy, calculer 


.* 
e* 


l'intégrale | de si : 
C 


)C:1:—21=1; 2) C:|2—21=3; 3) C:12:—2| = 5. 

SOLUTION. 1) Dans le domaine fermé borné par la circonférence Iz — 21 = 1 
la fonction sous le signe d'intégration est analytique, ce qui permet d'écrire, 
en vertu du théorème de Cauchy, 


e=° 
| 22—6Gz dz =0. 


[2— 2/1 


2) A l'intérieur du domaine borné par la circonférence |z — 2| = 3 il 
y a un point z = 0 où le dénominateur s’annule. Ecrivons l’intégrale comme suit 


e=° z—6 
EE dz= À : dz. 
C 


22 
La fonction f (z) — — g st analytique dans le domaine considéré. D’après 
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———— 


la formule intégrale de Cauchy (z, = 0), on obtient 


2° 2° 
e e* 
dz=2n1 - 
z—(6z z—0C {2 


1 
=2i ( ——+) =—— 
6 e 
[2— 21=3 ° 


3) Dans le domaine borné par la circonférence |z — 2] = 5 il y a deux 
points z = 0, z — 6 où le dénominateur de la fonction sous le signe d’intégra- 
tion s’annule. La formule (1) ne peut pas être immédiatement appliquée. Dans 
ce cas, l'intégrale peut être calculée de la façon suivante. 


PREMIÈRE MÉTHODE. En décomposant la fraction IG fractions 
y simples, on obtient 
1 1 | 4 1 


a 
e e 
| 22 — 6z = 8 * 
1z—21=5 
à eds 1 k e dz 
X z2—6 6 2 
12 -21=5 1z—21=5 
e36 —1 
À ou:,36 _ = 
— 2rie G 2ri 3 ati 


DEUXIÈME MÉTHODE. Cons- 
truisons les circonférences y, et y, de 
. centres aux points z = 0 et z = ê et 

Fig. 6. de rayons suffisamment petits pour 
qu’elles ne se coupent pas tout en res- 
tant entièrement à l’intérieur du disque [2 — 21 < 5 (fig. 6). 

La fonction figurant sous le signe d'intégration est analytique en tout 
point du domaine triplement connexe borné par les circonférences [z — 2] = 5, 
Y1 et Y=. D'après le théorème de Cauchy, pour un domaine multiplement con- 


nexe, On a 
À” dz … e°” d2 _ { e°” dz 
22—6z ) z2—62 ! z2—6z ° 
12-215 Yi v2 


La formule intégrale de Cauchy (1) peut être appliquée à chacune des intégrales 
du second membre et l’on obtient 


e=° dz e° e° __ e35—1 
Gr SE ee 3 A 


Iz-21=5 

Calculer les intégrales suivantes à l’aide de la formule intégrale 

de Cauchy (toutes les circonférences sont parcourues dans le sens 
antihoraire) : 


167. | dr. 168. | 


2fom STE 


elz 


LS 


$ 6] FORMULE INTÉGRALE DE CAUCHY 49 


.._ A2 
Sin — 
169. | nil 170. dj: RE de 
Iz— 1/2 |=2 
_ tg= cos (z + ri) 
eu ze) aies 02. . | _2(e+2) +) 
zl=1 z,=3 
d= 
Li 74 s. FEES 
sh (+1) 
175. | ——— 176. [ MED 
Izlæi [12 


Si une fonction f (z) est analytique dans un domaine D et sur sa frontière C, 
pour tout nombre naturel n, est valable la formule 


nl d 
po Sr | ES, (2) 
C 


où z, € D, 3€ C. La formule (2) peut être utilisée pour calculer certaines inté- 
es. 
EXEMPLE 3. Calculer l'intégrale 


sin 72 


7 d2 
234,3 02e 
\Z2— 1{m1 ) 


SOLUTION. La fonctions est analytique partout dans le domaine 


|z — 1] < 1 sauf au point z, — 1. Séparons sous le signe d'intégration une 
fonction f (2) qui soit analytique dans le disque [z — 1] < 1. Pour ce faire, 
récrivons la fonction figurant sous le signe d’intégration: 
sin xz 
sinsaz __(z+1} 
(22—1)2  (2—1)2 


et prenons en qualité de f (2) l’expression TS Posons n = 1 dans la for- 
mule (2). On obtient ainsi 


GC pe de =2mif" (1). 


pe (5) Ecosse (HN 2 sin ne 


(2+1)2 (2+1)° ° 
D'ici 
r pay _ 2H COS À EL 
SO = +. 


4—01485 
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Par conséquent, 


À 7 B=—-—- l. 
12—11=1 
EXEMPLE 4. Calculer l'intégrale 
ch z dz 
Î (2415 (2—1) 


( sin F2 ñ 


SOLUTION. PREMIÈRE MÊTHODE. Le dénominateur (z + 1)5 (z — 1) 
de la fonction sous le signe d'intégration s'annule en deux points z = —iÀ, 
Za = 1 situés à l’intérieur du disque |{z] < 2. Décomposons en fractions simples 
la fonction 

1 1 1 | 1 4 1 | 1 


(241) (2—70) 8 21 8 +1 4 (2H1)3 O2 (2+1) * 
En vertu de la linéarité de l’intégrale, on a 
| chz 1 | ch z dz 1 \ ch= a 


GPS) T8 ET HT 
2 1zl=2 \z1=2 


_ | chz a+ | ch: 
4 (241) 7 2 
l1=2 ll=2 


zj=2 


121= 


Appliquons la formule intégrale de Cauchy (1) aux premières deux intégrales: 


h = F h = 
| Û dz=2nichi1, | Sr di=2ni ch 1. 


z—1 
Iz1=2 1z21=2 


La troisième et la quatrième intégrales sont calculées à l’aide de la formule (2): 
| chz 
E+ 1 
l211=2 
ch = 2xi - 
| + nr) (chz}"|: 1 =nichi. 
[Z1== 2 
Finalement, on a 
Î ch z dz .2nich1  2xtch1 “ 1 


dz=2xi(chz) [2.1 = —2xish 1. 


1 
Ce ne | — » — 
| GP GT ë S Z 2ni sh 1 5 rnich1 


I21=2 


DEUXIÈME MÉTHODE. Construisons les circonférences y, et y. de centres 
aux points z, — —1 et z — 1 et de rayons suffisamment petits pour qu’elles 
ne se coupent pas tout en restant entièrement à l’intérieur du disque {z| < 2. 
La fonction figurant sous le signe d'intégration est analytique en tout point 
du domaine triplement connexe borné par les circonférences |:| — 2, ÿ, et 2. 
D’après le théorème de Cauchy, pour un domaine multiplement connexe, on à 


ch z dz ch: d: ch z dz 
Ü orve-s-ormest | eriren (3) 


1z1=2 Y: Ya 
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Appliquons la formule (2) à la première intégrale du second membre (3) en 
Fes préalablement la fonction figurant sous le signe d'intégration sous la 
orme 


chz 
chz __ _2z—1 
(241$ (—10) +1} 
La fonction sè= est analytique à l’intérieur de Y, ct, en vertu de la 
formule (2), on a 
chz 
| chzdz {À z—1 , 2nt | chz \” __  2e-l+ch1 
| en | (24141) os 21 (= | La =— A Ps 


Ya: Ya 


Appliquons la formule intégrale de Cauchy (1) à la deuxième intégrale du second 
membre (3) 


ch: 
chzdz _{ (+1) ,, _,. ch: . ch1 
larves) ren pif sé 
Ys Ys 
Finalement, on obtient 
ch z dz  — 2e-1+ch1 chÂ = ri 
| BAPE D og ob a. gi 
[z1=2 
Calculer les intégrales suivantes : 
177. | id 178. | UE d2. 
1z l=1 1z1—1 i 
Sin —— 2 
4 z sh: e 
179. | GG —3) dz. 180. | (—1ÿ dz 
1z—11=1 2 [= 
z dz ch ei 
181. | GP GF4) 182. | Az: La 
[2-3 1=6 1z-21=3 
ss 
LA e° 
183. 5 cos Et dz. 184. | +47 az. 
| z21=1/1 | 2-2 1=i 
185 SL 186 e _; 
. 71 . = Z. 
1z |=1/2 1z-1 |I=1/2 
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$ 7. Séries dans le domaine complexe 
Soit la série à termes complexes 
Zatzet...+int... = À 2n, (1) 


Où 27 = Zn À {Un | — 
La série (1) converge si, et seulement si, les deux séries suivantes convergent 
elles aussi : 


Tikzo+...+int...= >, Zn (2) 
n=1 
yityat...+yn+...= D yn. (3) 
næi 
La série (1) est dite absolument convergente si la série 
lz1l+izsl+...+linl+...= À Isnl (4) 
n=1 


converge. 
Les séries (2), (3), (4) sont des séries à termes réels et leur convergence est 
déterminée d’après les critères bien connus de convergence des séries dans le 
domaine réel. 
EXEMPLE 1. Etudier la convergence de la série 


is ein 
» n° ° 
n:=1 
SOLUTION. On a et = cos n + i sin nr. De cette façon, le problème de 


la convergence de la série considérée se ramène à l'étude de la convergence des 
séries à termes réels: 


O0 Les) 
cos n sinn 
D © D: 
n° n 
n=! n=1 
Etant donné que chacune de ces séries converge absolument, la série donnée 


est absolument convergente. 
EXEMPLE 2. Etudier la convergence de la série 


sl 
ñn 


O0 
> e 
n 
LEE | 


SOLUTION. On a 

de LRU sin ? 
n n 
al cos — ” sin T 

La serie D - diverge, alors que la série > = 


n=1 n=1 
signifie que la série donnée est divergente. 


converge. Cela 


n 
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Etudier la convergence des séries suivantes: 


cos in n sin in - cos in° 
187. D. 188. D —7—. 189. Ds à 
n=1i n=1 n= {| 
ien de GA A+ 
ss | a. 9. AH 
190. Dee 191. D ——. 192. nm : 
n= {| É n= } di n=i 2 : cos in 
L shiVn S in x chi 
n=1 næi n=1 
n 
196. Dr Tigimn * 
nz= 1 
SÉRIE ENTIÈRE 
Une série de la forme 
Co Fois tes +... +en+... = d Cnz?, (5) 
n=0 


Où Co 1, etc. sont des constantes complexes, alors que z est une variable com- 
plexe, est appelée série entière dans le domaine complexe. 

THÉORÈME D'ABEL. Si la série entière (5) converge pour une certaine 
valeur z = :,, alors elle converge, et de plus absolument, pour toutes les valeurs 
de z telles que |z] << 1,1. Si la série (5) diverge pour z = z, elle diverge également 
pour tout z si |z] > ||. 

Le domaine de convergence de la série (5) est représenté par un disque 
centré sur l’origine des coordonnées. 

Le rayon de convergence d’une série entière est donné par la formule 


Re ele pes) (6) 


n — 00 | Cn+1 | 


ou 


R= lim = = (7) 


n-® y |Cnl 


si les limites indiquées existent. 
EXEMPLE 3. Déterminer le rayon de convergence de la série entière 


>. cos in-27, 
n=0 
SOLUTION. On a 


en Len 
2 


Cn = COS in — =Ch nr. 
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Pour trouver le rayon de convergence /?, on utilise la formule (6): 


R= lim CLÉS ee lim mL lim A 
N — 50 | ch (r +1) | ex ch (ve -;- 1) 11 — 00 chn-ch1-—+sh n-sh 1 
à 
T n=0 Chi<+thn-shf  chi+shi 
puisque 
: .  ehhe .. 1--e-°nt 
re  S 


De cette façon, le rayon de convergence de la série entière donnée sera R = e”1. 
EXEMPLE 4. Trouver le rayon de convergence de la série entière 


S ({+ in zn. 
n=0 
SOLUTION. On trouve le module du coefficient c, = (4 + it)”: 
ll =14+dU=1+ur = (V2)r = 272. 
A l’aide de la formule (7), on trouve le rayon de convergence de la série 
entière considérée 


R= lim — ' 


neo NE W2. 


Trouver les rayons de convergence des séries entières suivantes: 


co co x oo 
197. D'eirzn. 198. D'e'nzn. 199. > (-—)". 
n=1 LE | n=0 
co - L oo à _ oo à 
200. 2 (x) . 201. 2er 202. 2 (me) - 
203. Sir. 204. sin 7". 205. cos” Th gn, 
n=0 2 : n=1 Vn 


206. > MTUNT ET 207. > (nr + i) 2 208. D cos in-2". 
n=1 ñn=0 n=0 
209. Le rayon de convergence de la série >) c,z" est égal à r, 
n=0 


tandis que celui de la série Ÿ) c4z" est r”’. 
n=0 


Porter une estimation sur les rayons de convergence des 
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séries suivantes : 


a) Dnter)2 D) D'(cn—cn)2; ©) 2j Cncnt”; 


n=0 rn—0 n=0 


d) » 


n=0 


C 
gi" (#0). 
n 


SÉRIES DE TAYLOR ET DE LAURENT 


Une fonction f (:) uniforme et analytique au point z = z,est développa: e 
dans le voisinage de ce point en série entière de Taylor 


f(= D en(z—2)", (S) 


ne 
dont les coefficients sont calculés d'après les formules 


= _1() dz_ _ 10 (30) (n =0, 1; 2, RS À (9) 


2ni J (z—20)"*1 n | 
r 


où T est une circonférence de centre au point z = z, située entièrement dans le 
voisinage du point :, où la fonction f (:) est analytique. Le centre de la circon- 
férence du disque de convergence se situe au pont z > cette circonférence passe 
par le point singulier & de la fonction f (z) le plus proche du Te Zo, Ce qui 
signifie que le rayon de convergence de la série (8) sera égal à la distance qui 
sépare le pois z du point singulier le plus proche de la fonction f (2). 


Pour les fonctions 
nd+z, (A+: 
les développements en série de Taylor au voisinage du point z, — 0 s’écrivent 


AR 6 zn 
In SN ne DE (R=1), (10) 
CPE EEE ECO PTS 
Re CE PPS (R=1). (11) 
En particulier, pour &æ — —1, on obtient ° 
tie (in (R=1). (12) 


La formule (10) représente le développement taylorien de la détermination 
principale du logarithme au voisinage du point z = 0; pour obtenir la série 
de Taylor pour les autres déterminations de la fonction multiforme Ln (1 + 2), 
il faut ajouter à la série (10) les nombres 2nxi, nr — +1, 2, ...: 


À 
La (+= + .. +2nxi. 


EXEMPLE 5. Développer en série de Taylor au voisinage du point z, = 0 
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la fonction 


= 


en utilisant le développement (12) et trouver le rayon de convergence de cette 


SOLUTION. Décomposons la fonction donnée en fractions simples 
z | 4 3 1 
22—9:—3 4 z:+1 ns z2—3 
Transformons maintenant le second membre comme suit: 
1 1 1 | 


D'après le développement (12) de la fonction , on obtient 


1+7z 
TO EE + (a4+3+5+..) == 


Tr (Site st = ss +. 


Pour la fonction donnée, le point singulier le plus proche du point z, = 0 
est PQ me Pour cette raison, le rayon de convergence de la série obtenue 
sera — 

EXEMPLE 6. Développer suivant les puissances de la différence z — 3 
la fonction 


1G)= = : 
SOLUTION. Transformons la fonction donnée de la façon suivante: 
1  —  — 
Ÿ 14+L£6-—3 


En substituant dans le développement (12) L(—3) à z, on obtient 
a + À ço gp À 3: |= 
93 33 Te. | —= 


4 2 
=—3 tt —3 + + À (EP — 


Cette série converge à condition que 


2 
3 E (z— 3) | < 1, 
s 3 . 3 
ou si |z—3|<—, donc, le rayon de convergence de la série sera R=-. 


EXEMPLE 7. Trouver quelques premiers termes du développement en 
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série de la fonction f (z) = tg z suivant les puissances de z et déterminer le 
rayon de convergence de cette série. 
SOLUTION. Supposons que la série cherchée est de la forme 


(= c++ ce + ce +... 
où 
fm) (0) 


— {(n=0, 1, 2, ...), f(0) (0) —=f(0)=0. 


n 


Pour trouver les valeurs des dérivées f(") (z) au point z = 0, dérivons la fonc- 
tion donnée. Il vient 


" (2) os 
f"(3)=2/ (2) f' (2), 
f" ()=21[f2(2)+f (2) f'()], 

fV (2)=21(3f" (2) f° (2) +5 (2) 1” ()], 
fV (2) =2 (3/2 (2) + 4f" (2) f° (2) + (2 AV) (2), 


ou f'(2)=1+ 7° (2), (13) 


(14) 


En posant z = 0 dans (13) et (14), on trouve 
J'O=1; #O=0; fO—=2; fIV)=0; V0) = 16: 
On porte les valeurs trouvées des dérivées dans la série et l’on obtient 
gestes _ 2 +... (15) 
Le point singulier le plus proche de z = 0 est le point & = x/2. C'est pour cela 
que le rayon de convergence de la série ruvée sera R = x/2. 


Développer les fonctions données en série de Taylor en utilisant 
les développements existants et trouver les rayons de convergence 
des séries : 

210. sin (2z + 1) suivant les puissances de z + 1. 


211. cosz suivant les puissances de 2+—. 
212. e: suivant les puissances de 2: —1. 
213. —— suivant les puissances de z+ 2. 


214. — suivant les puissances de z. 


215. jo ysuivant les puissances de z. 


216. cos _. suivant les puissances de z. 


217. sh3 = suivant les puissances de z. 


218. In (2—z) suivant les puissances de z. 

219. In (2 + z — z°) suivant les puissances de z. 

Trouver quelques premiers termes du développement en série- 
suivant les puissances de z des fonctions suivantes et déterminer les 
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rayons de convergence de ces séries: 


1 1 1 
220. 14e : 221. 2Hsinz ° 222. ei+5 * 


223. In (1 + e). 224. In cos z. 225. In (1 + cos 2). 
1 


226. ei-:. 

227. Trouver une fonction f (z) qui soit analytique dans Île 
disque | z | < 1 et dont la valeur sur la circonférence | z | = 1 est 
égale à 


a—cos 0+isin 0 


aî—2acos0+1 de Du 


228. Soit f (z) = D. a,z* une fonction analytique dans le 


disque |: |<1. Montrer que la valeur moyenne el que prend 


cette fonction sur la circonférence | z | = 1 est égale à a. 


Considérons la série 


C1 
Z2— 2 per ent. MEL ee + | Der CEA CN d (16) 
Si cn # 0 et si la limite finie 
DT | C-n-1 | 
din [c-n | un 


existe, alors cette série converge dans le domaine 
|2— 2 >r. (18) 
EXEMPLE 8. Trouver le domaine de convergence de la série 


ù (+ net + De 


| SOLUTION. Icich=({+it, ec, 1 = (1 +i)7*#3, z = 0. Pour cette 
TaisOn, 
n+2 
r= lim A+" 


PRE GHonT — lim |4+il= V2. 


n — 0 


Cette série converge dans le domaine |z4 > V2. 
EXEMPLE 9. Trouver le domaine de convergence de la série 


sin in 
Lx G+0 


SOLUTION. On a 
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C-n=sinin=ishn, C-n-1—=ish(n+1). 
C'est pour cela que 


Lish(n+1)| lim sh(n+1) 


r = lim 


11 — 00 lishr| | on Shn 
= lim n ai L' FD lim | nt 
ñn— 00 e € n—% —€ 


Par conséquent, la série converge dans le domaine |z + i| > e, c'est-à-dire en 
dehors d'un disque de rayon e centré en z, = —i. 


Déterminer le domaine de convergence des séries suivantes : 


< 1 S (WZHVEr 
229. RES 230. D, 5 —— 


n= 
7 TN fn 
231. 2 cost 232. 2° () ë 
- 1 n277 
28. Dern 24 2e 
D 3"+1 © G+1— 07" 
235. 2  GH207. e 236. 2 7 n+t 
Une série de la forme 
CC 
2 nas D rt D en Ga)" = 
Tim — CO n=1 n=0 
= + rte + + co (2—20) +... Hen(z—2)+... (19) 
converge dans le domaine dans lequel les séries 
Con _ (C=1 Ce 
à ER LS THE (20) 
D en (2— 50)" = Co c1 (2 — 20) + C2 (2 — 20) +. (21) 
n=0 


sont convergentes. 

>Hpposons 1e la série (0) converge dans le domaine |: — z,| > r, c'est-à- 
dire en dehors d’un disque de rayon r et de centre au point z = z,, tandis que 
La série (21) One dans le disque [z — 29] << R. Dans ce cas, si: 

1)r>R, la série (19) diverge partout; 

2) r < R, la série (19) converge dans la couronne r <|z2—z,| < R. Ici 
r>0, 0<R< +o. 


60 FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE (CE I 


EXEMPLE 10. Déterminer le domaine de convergence de la série 


ICS 
Dr TU +> PESTE 


O0 


SOLUTION. Pour la série D ——— nn ; a 
n=1 
Con = —=ein, Con) = et(n+1). 
Par conséquent, 
L(A+1 
je LEP’ , 
neo  |eln] 


de façon que la première série converge dans le domaine {z + {| > 1. 


®” ." u 2 —2 n 
Pour la série entière D 20) , On a 
ein+1/2 
n=( 
Cn=e ir 1n, Cney = 67 i(n+1)-1/2, 


Son rayon de convergence est 


R=lim lent Jim Her 


no [Cnil nc | et em#D-1/2] Ù 


et la seconde série converge dans le domaine |: + 1] << 1. 11 s'ensuit que la 
série considérée diverge partout. 


EXEMPLE 11. Déterminer le domaine de convergence de la série 


 (G+407 +2 
2er Gone À 5 (SE). 


: : (3+4i)" 
SOLUTION. Pour la série S Gap on a 
n=1 
Con =(3+4i)n, Con =(3+4i)nt2, 
Par conséquent, 


= Jim LOT lim 13+411=5. 
AE 


La première série converge dans le domaine |:4+21|[>5. Pour la série 
œ 


>) (EE )", on s 


n=0 


Cn — 677, En = 0777. 
Pour cette raison, le rayon de convergence % cette série entière sera 


R= lim 167 


ñn 00 | RC | 


= 6. 
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La série converge dans le domaine |z + 2i| < 6. 
Donc, r=5<R = : Par conséquent, la série donnée converge dans la 
couronne 5 <lz+2il <6 
Déterminer le domaine de convergence des séries suivantes : 
237 D(£+in)e+1+0 238. LE 
e n H os ; e 
n=i = 


n= 


239. Zen + 2 DA +in) (:—2+iÿ. 


24347 
Dir 


240. 


241 


one + 2 n(5+1—;i)". 
0 


242. 2 + .. 


n=0 


23. S ee +2 E=9 (01=1). 


n=;i 
1» z" 1 GHUT 
244. 2 nicn + S n2n * 245. 2 at +2 ({+n)n ° 
n=1 
i 1 ss n —n 
246, — TT 7 2 (1) HULL 


247.4 Dan 248. — + D(—1) (21) 
n=0 n=0 


(b 0). 
n=1 n=0 


Une dE f (2) qui est nes et analytique dans une couronne r << 


<|z— 2] <R (les cas où r = 0 et R = + ne sont pas exclus) peut être 
développée dans cette couronne en série de Laurent 


co — 1 


@= S ents—z)= D en(—2)+ D en(z—3), (22) 


n=—00 A = 0 n=0 
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où Jes coefficients cn sont donnés par les formules 


Cn = Si. Er (nr =0 +1, +2, ...). (23) 
Tr 


Ici l est une circonférence arbitraire de centre au point z, située à l’intérieur 
de la couronne susmentionnée. 
Dans la formule (22), la série 


1 oo 
> Cn (2—20)7 = > Ter 


N= — 00 n=i 
est appelée partie principale de la série de Laurent, alors que la série 
>» Cn (:—:0)" 
n=0 


constitue la partie régulière de cette série. 

Dans la pratiques pour la recherche des coefficients cn, on tâche d'éviter 
l'utilisation des formules (23), car cela entraîne des calculs encombrants. Ha- 
bituellement, si seulement cela est possible, on met en œuvre les développements 
tout prêts en série de Taylor des fonctions élémentaires. 

EXEMPLE 12. Développer en série de Laurent la fonction 


1 
1O= 
dans la couronne 0 << |z — 1] << 2. 


SOLUTION. PREMIÈRE MÉTHODE. La fonction j (+) =-=5— 7 est 


analytique dans la couronne 0 << |z — 1] < 2. On trouve les coefficients de la 
série de Laurent d’après la formule (23) 


1 
CE dz 
Pan GT 2m | GDS GF ? 


où l désigne toute circonférence de centre au point z, = 1 située dans la couron- 
ne donnée. 
Si n +3<0, c'est-à-dire si nr < —3, la fonction figurant sous le signe 
d'intégration a sera analytique en tous les points situés 
(z — 1)7*S (2 + 1)? 


à l’intérieur de la circonference F, y compris le point z = 1. Dans ce cas, 


EDS GHUE  ? 
r 


c'est-à-dire c, = O0 pour n = —3, —4, ... Si n +3>0, c’est-à-dire si 
n > —3, alors, en appliquant la formule (2) du $ 6 de la dérivée de tout ordre 
d'une fonction analytique, on obtient; 


1 
LC = 
n= nr | Gps GET de =. ].. = 
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1 (MRm+HI| (1 (n+3) 
RD GED us 7 
Pour n——2, —1, 0, 1,2, ...,on a 
e. 1" (+3) 
LE on+4 . 


Pour la fonction en question, la série de Laurent dans la couronne 0 << [z — 1| < 
< 2 sera de la forme 


+oo +oo 
y = D Cn (—1} — De RL 1 
n=-2 n=-2 


ou 


_ 4 1 1 3 1. 
TE 4 ei 4 at ti 8 C-0+ 


+ GAP +. 


DEUXIÈME MÉTHODE. Pour résoudre le problème, il faut mettre la 
fonction 1h 4 sous la forme d’une somme des puissances (positives et négatives} 


de la différence (2 — 1). Effectuons cette transformation comme suit: 
1 1 1 1 \2 
fG)= (2° —1)° = ( z—1  2+1 ] 
1 1 1 1 1 1 1 1 
TT EI 4 st 4 sit 4 Gi 4 


Les premiers deux termes dans le second membre (24) sont de la forme requise 
car ils contiennent la puissance de la différence (z — 1). 
Mettons les deux derniers termes sous la forme 


4 4 _1 ti 1 _1 21 \ 7-2 
2+1  (2—1)+2 2 1+ z—1 ? (244)? 4 [a+ 2 }] : 
2 
En utilisant la formule (12), ensuite, la formule (11), pour &« = —2, on obtient 
L 1 z:—1 z—1 \2 s—1 \3 | 
il (=) (5) +.) es 
1 z—1 —2(—2—1) f :—1 \2, 
(:+1): =7[ 1-2 PILE 21 2 |] 5 
—2(—2—1)(—2—2) j z—1 \3 
HR ———< (=) +... |. (26) 
En portant (25) et (26) dans (24), on trouve 


nt 101 At dl, ete. 
2#—1)2 4 (z—1)}° A1 s [1 2 ga 2 ) 


(+ ++ lien ent ee.) 
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ou 


1 __1 ti 1 _1 EL 
re 4 tt 861) +5 GI 


3 _(-_4y 
A (2—1 +... 
EXEMPLE 13. Développer en série de Laurent la fonction 


f(z) =: cos ns 


dans le voisinage du point z, = 0. 
SOLUTION. Pour tout © complexe, on a 


2 4 


6 
COST TT ST es 


En posant t=—, on obtient 


4 1 1 
Toit 41z2  Gizt vo 


ou 


| 1 1 1 
PÉUTE 9 AP PE Ole 


Ce développement est valable pour n'importe quel point z -# 0. Dans ce cas, la 
« couronne » est représentée par tout le plan complexe privé du point z = (0. 
Cette « couronne » peut être définie par la relation suivante: 0 << |z — 0] < 
< +o. Icir = 0, R = +ow, z9 = 0. La fonction considérée est analytique 
dans la « couronne » indiquée 


EXEMPLE 14. Examiner différents développements en série de Laurent 
de la fonction 


2241 


1O=- ET; 


en posant zo = (0. 

SOLUTION. La fonction f (z) possède deux points singuliers: z = —2 et 
1. 1. Cela signifie qu’il y a trois « couronnes » de centre au point z, — 0 dans 
chacune desquelles la fonction f (z) est analytique: 

a) le disque |2] << 1; 

b) la couronne 1 << |z] << 2; 

c) le domaine 2 << | z | << <+ , c'est-à-dire l'extérieur du disque | z] < 2. 

Trouvons les séries de Laurent pour la fonction f(z) dans chacune de ces 
couronnes». 


Mettons la fonction f (z) sous la forme d’une somme de fractions élémen- 
taires 


f(z) = + ; (27 


a) Développement dans le disque |z] << 1. Transformons (27) de la façon 
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suivante : 


. 1 4  __ 1 1 1 
error 2+2 2 2  1—:° (28) 
Lu or se 
En utilisant la formule (12), on obtient 
+ =1Â+shs+ss LL  ., 2|<1, (29) 
de  —— 1 <2 30 
RS RE AE HE S , | “ (30) 
1+— 
E: substituant (29) et (30) dans (28), on trouve 
22+1 1 = RE finit sis - 
Hs) 2 TT S gris ++ Ÿ= 
RL PET 
2 4 8 16 


Ce développement représente la série de Taylor de la fonction f (2). 


b) Développement dans la couronne 1 << |:| << 2. Pour la fonction - 
1+ — 
la série (30) reste convergente dans cette couronne, car [2] << 2. Pour la fonc- 


tion z —, la série (29) diverge si | 2] > 1. Pour cette raison, transformons 
f (2) de la façon suivante: 
1 1 Î 1 
fG)=- re (31) 
7 14+ grd nice 
En appliquant la formule (12), on obtient 


: A++ ++. (32) 


4 — — 


nie 1 
Cette serie converge pour —+]<1 c'est-a-dire pour |2:| > 1. 


En substituant (30} et (32) dans (31), on trouve 


2z+1 1 ' 1 . 
His 2 at Gode sis 


ou 


o—bisSs 
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c) Développement pour |z| > 2. Pour la fonction 


L la série (30) 
1 + 7 


diverge si [2] > 2, alors que pour la fonction 


, la série (32) converge, 


car, si |z| > 2, à plus forte raison [2] > 1. 
Mettons la fonction f (z) sous la forme 


Î 1 , 1 | Î 1 
fE)=— 9 AC { "+ D + | 
ñ A 


—— 1— — 


En utilisant la formule (12), on obtient 


TO CEE EEE 


ou 


L'exemple qui vient d’être exposé montre que, pour une et même fonction 
f (2), le développement en série de Laurent, genéralement parlant, prend des 
formes différentes dans diverses couronnes. 

EXEMPLE 15. Développer en série de Laurent la fonction 


OS 


dans le voisinage de ses points singuliers. 
OLUTION. Les points singuliers de la fonction f (z) sont: z, = 1, z = 2. 
1) Développement de la fonction f (z) dans le voisinage du point z, = 1, 
c'est-à-dire dans la couronne 0 << | 2: — 1 | << 1. Mettons la fonction f (2) 
sous la forme d’une somme de fractions élémentaires 


2: — 3 | 1 
2—3:+2 TE + z—2 ° 


Transformons le second membre de la façon suivante: 
z2—3 1 1 


22—35+2 z—1 1—(2:—1) ° 


En utilisant le développement (12), dans lequel on substitue — (z — 1) à z, 
on obtient 


2:—3 1 x , à 
22— 3: +2 eg | +(c—1)+(:—1)}+...] 
ou 
22: —3 4 : 
22— 3: +09 Te > (z—1)7. (33) 
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2) Développement de la fonction f (z) dans Le voisinage du point :, = 2, 
c'est-à-dire dans la couronne 0<|jz:—2[<1. On a 
2:—3 1 1 1 1 
D—3z+2  =5—1 pa 2—2  :—2 + 1+(2—2) 
1 u 
= ns +1—(G—2)+(—2)—(—3) +... 


ou 


22—3 1 
ns = 5 + D em. (3) 


Développer en série de Laurent dans le voisinage du point z = 0 
les fonctions suivantes: 


5 a ee 
z° 2  -& * gs * 


255. sicos2. 256. sin 2. 


257. 1— EE, 258. 2 —. 259. RES 260. ——.. 


Développer en série de Laurent les fonctions suivantes dans le 
voisinage des points indiqués: 


261.———, :,:=—1. 262. Te , = 2. 


263. zezti , so = —i. 


Développer en série de Laurent les fonctions suivantes dans les 
couronnes indiquées : 


1 
204. T5? a) 2<|z|<3; b) 8<|:|< + 00. 


265.—1—, a) O<|:l<1: b) 1<|z|<< +0. 


2°+z 
1 ; 
266. as 2) 1<1z1<45 b) 4<]:]<+00. 
2:+3 . 
267.5: 1<|:]<2. 


2— +3 
268. ET, a)|z|<1; b1<:l<2; c2<|zl<oo. 


2 1 
269. =— , 1<|2+2|<3. 270. ——— +28)" 1<]2+2]<4. 


3* 
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—45+3 
272. À z ee z|2 
272. EE —ÿ 2<|:|<+ 00. 28. 1<]:|<2. 
= | - 1 . 
LA. ET; O<|:—i|<2. 275. , 4 <<: +21< +0. 


$ 8. Zéros d’une fonction. Points singuliers isolés 


1. ZÉROS D'UNE FONCTION. Soit f (:) une fonction analytique en un 
point =. Le point z, est appelé séro d'ordre (ou de multiplicité) n de la fonction 
jf (2) si les conditions ci-dessous sont vérifiées : 


Î (20) = 0, f" (3) = 0, ..., jen) (5) = 0, 10) (20) Æ 0. 


Si n = 1, le point :, est un zéro simple. 
Le point :, constitue un zéro d'ordre n de la fonction f (2), qui est analytique 
en ce point, si, et seulement si, dans un certain voisinage du point z, l'égalité 


f() = ( — 2)"@ (), 


est vérifiée. Ici la fonction @ (:) est analytique au point 2, et q (x) Æ 0. 
EXEMPLE 1. Trouver les zéros de la fonction f (:) = 1 + cos = et déter- 
miner leur ordre. 
SOLUTION. En égalant f (:) à zéro, on obtient cos z = —1, d’où l’on 
trouve que z, = (2r + 1) x (n = 0, +1, +2, . ..) sont les zéros de la fonc- 
tion donnée. On obtient ensuite 


f'[Q@n + 1) x] = —sin (2n + 1) x = 0, 
f" [nr + 1) x] = —cos (2n + 1) x = 1 = 0. 


Par conséquent, les points z, = (2r + 1) x (n = 0, +1, +2, ...) sont des 
zéros d'or 2 de la fonction considérée. 

EXEMPLE 2. Trouver les zéros de la fonction f (2) = 1 — e: et déterminer 
leur erdre. 

SOLUTION. En égalant la fonction f (z) à zéro, on trouve ses zéros z, = 
= 2nni (n = 0, +1, ...). Ensuite, 


f' (2nri) —_ _—e2nri = 120. 


Donc, f (2nni) = 0, f’ (2nxi) # 0, ce qui signifie que les points z, = 2nni 
(n = 0, +1, +2, ...) sont des zéros simples de la fonction f (:) = 1 — eï. 
EXEMPLE 3. Trouver l'ordre du zéro z, — 0 pour la fonction 


(5) =— 


z — sin: 


SOLUTION. En utilisant le développement en série de Taylor de la fonc- 
tion sin = dans le voisinage du point =, = 0, on obtient 


2 29 
Oz — ME PERLE | EE 
FANS. SI 5h 
. 29 ”_ 2° | 
EE us DE 
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Posons 
| 
P (=) — n 3 
ETES LE ve 


Alors f (z) = :°p (=), où œ (z) est une fonction analytique au point z = 0, 
de plus, @ (0) = 6 0. Il s'ensuit que le point z, = 0 est un zéro d'ordre 
5 pour la fonction considérée. 

EXEMPLE 4. Trouver les zéros de la fonction f (:) = (2° + 1° shz et 
déterminer leur ordre. 

SOLUTION. En posant f(:) = 0. on obtient (2° + 1)* sh : — 0, d'où 
z + 1 = 0 ou sh z = 0. On résout ces équations et l'on trouve les zéros de ls 
fonction f (2): 


2 = —i, 2 = À, zs = kni (k = 0, Hi, +2, ...). 
Soit z—= —i. Alors la fonction f (:) peut être mise sous la forme ,, 
FO = G+ ip (), 
où la fonction œ (z) = {z — i)* sh : est analytique au point : = —ài, de plus, 
p (—i) = 8i sh i = —8 sin 1 - 0. Cela veut dire que le point 2 = —i est 


un zéro d'ordre 3. D'une façon analogue, on montre que le point z = i constitue 
également un zéro d'ordre 3. Etudions les zéros z — kni (k — 0, +1, +2, ...). 
La dérivée | 


f ()=6(*+1} shz+ (+1 chz 
n'est pas nulle aux points =: = kni. Par conséquent, : — k1i sont des zéros 
de premier ordre. 


Trouver les zéros des fonctions suivantes et déterminer leur 
ordre : 


276. a) f(z)—:t+4:2; b) f(z) — sie : 


sh° = 


277. a) f(:)—:°sinz; b) f(z) — 


278. a) f(2)=1-+chc; b) f(2 = {=ShX 


279. a) f(z2)—(z+ni)shz; h) f(z) = cos 55. 

280. a) f{z)— (22: n°)(1+e"); b) f(z)=cosz- ch iz. 

Trouver l’ordre du zéro 3, == Ü pour les fonctions suivautes: 

281. f2) 5. 282. f(2)—esns—etrs, 
(H) (sin) 


283. = 284. f(z)= 2(chz—1)— 2°. 


285. f(z) — IE. 286. f (z) — (e2— e:°) 1n (1 — 2). 


287. f(z)—22(e*—1). 288. f(z) = 6 sin 33 + :5(2°—6). 
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289. Le point z, est un zéro d'ordre #7 pour la fonction œ (2), 
étant en même temps un zéro d'ordre m pour la fonction 1 (z). Quel 
rôle joue alors le point z, pour les fonctions 

e . e ” . P (2) 

a) pU)+(); bd) PU); eo) LE? 

2. POINTS SINGULIERS ISOLÉS. Un point z, est A oint singulier 
isolé d’une fonction f (z) s’il existe un voisinage de ce point dans lequel la fonc- 
tion f (z) est analytique, sauf au point z = z, lui-même. 

Le point z, est pres point singulier éliminable de la fonction f (z) si cette 
fonction admet une limite finie au point z. 


e:—1 


æ 
Cd 


EXEMPLE 5. Soit f (z) = 


Soit z, = 0 un point singulier pour la fonetion f (z). On a 
e:—1 
= 


lim f(:)=lim 
z—0 (20 


Le 


Par conséquent, le point z, = 0 est un point singulier éliminable. 
Le point z, est appelé pôle de la fonction f (z) si lim f(z) = oo. 
Zz — 20 
Pour que le point z, soit un pôle de la fonction f (z), il faut et il suffit que 


ce point soit un zéro pour la fonction @ (z) = G- 
Le point =, est appelé pôle d'ordre n (n > 1) de la fonction f (z) si ce point 
constitue un zéro d'ordre n pour la fonction œ (z) = Te Dans le cas où n = À, 


on a affaire à un pôle simple. 
EXEMPLE 6. Soit f (2) — — 


Soit z9 = 0 un point singulier pour la fonction f(z). Posons z = peïf. 
139 
Alorsf (2) —< “I Il est évident que jf (2) [= r donc, |f(z)| croit indéfini- 


ment lorsque z —+ 0 suivant n'importe quelle loi. Par conséquent, lim f(:) = 
z: — 0 


= oo, ce qui signifie que Île pou zo = 0 est un pôle de la fonction donnée. 
Pour les fonctions œ (:) = #, le point z, = 0 est un zéro d'ordre 3, donc, z, = 


= Oest un pôle d'ordre 3 pour la fonction f (:) — > 


73° 
Pour qu'un point z, soit un pôle d'ordre n d'une fonction f (z), il faut et il 
(=) 
suffit que la fonction f (z) puisse être mise sous la forme f (z) = PAL où la 
2— 20 
fonction œ (:) est analytique au point z, et @ (=) (0. 
£ he . Pr sin z 
EXEMPLE 7. Soit [O5 . 
La fonction f (:) possède deux points singuliers: z: = —1 et z = 1. Exami- 
nons le point z — —1. Mettons la fonction f (z) sous la forme 
sin £ 
z— 1 


FG= TT : 
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Ici 

sin z 

z—1 

est une fonction analytique dans le voisinage du point z = —1, de plus, @ (—1)= 
= ne = 0. Il s'ensuit que le point z — —1 est un pôle de multiplicité 2 de 


ja fonction considérée. D'une façon analogue, en écrivant f (z) sous la forme 
sin z 


fa, 


on arrive à la conclusion que le point z = 1 est un pôle simple de cette fonction. 

Un point z, est appelé point singulier essentiel d'une fonction f (z) si cette 
fonction n’admet aucune limite, ni finie ni infinie, au point 2- 

EXEMPLE 8. Déterminer le caractère du print singulier z = 0 de la 
fonction f (z) = el/:”. 

SOLUTION. Examinons le comportement de cette fonction sur l'axe réel 
et sur celui imaginaire. Sur l’axe réel, z = r et f (x) = el/2* + oo pour x —+ 0. 

Î 


g (2) = 


Sur l'axe imaginaire, z= iy et f(iy)—e V* —+ 0 pour y + 0. Par conséquent, 
au point z = 0 la fonction f (z) n’admet pas de limite ni finie ni infinie. Donc, 
le point z = 0 est un point singulier essentiel de la fonction f (z). 

EXEMPLE 9. Déterminer e caractère du point singulier z — 0 de la 
onction 


EE —_ 
2+z2—2chz° 


SOLUTION. Le point z = 0 est un pôle pour la fonction f (z), car c’est 
Lists 
Fo —?T? 


— 2chz. Pour cette fonction, œ (0) = 0. Trouvons l’ordre du zéro z = 0 de 
cette fonction. On a 


p(=2:—2shz, p(0)=0; p(1=2—2chz, (0) = 0; 
p” (= —2shz, œq” (0) = 0; glVe) = —2chz, plV(0) = —2 0. 


De cette façon, z = 0 est un zéro d’ordre 4 pour (2), ce qui signifie que, pour 
la fonction donnée f Ge c’est un pôle d'ordre 4. 

EXEMPLE 10. Déterminer le caractère du point singulier z = 1 de la 
onction 


f (2) = 


un zéro du dénominateur. Examinons la fonction  (z) = 


Pa De em 
SOLUTION. Considérons la fonction 
_ 1 2e5-1— 7 —1 
PO E ne 

Le point z = 1 sera un zéro d'ordre 3 pour le numérateur 

4 (2) = 2ez-l — = — 1, 
car 

#1) =05 (1) = (est — 22) [221 = 0; 
YO = (et — 2) = 05 pH) = 2e. = 2 #0. 
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Le point z — { est un zéro de premier ordre pour le dénominateur sin xz de la 
fonction (2). 

Par conséquent, le point =: — { sera un zéro d'ordre 3 — 1 — 2 pour la 
fonction œ (2), c’est-à-dire un pôle d’ordre 2 pour la fonction donnée. 


Déterminer le caractère du point singulier z, — 0 pour les fonc- 
tions suivantes: 


: 1 1 1 
290. a) z—sinz ? b) cos LE su, à c) e_i+z—1 © 
CES 79. 


sh: 


:—sh: 


291.4) ——; b) 


Trouver les points singuliers et déterminer leur caractère pour 
les fonctions suivantes: 


1 
1 1— AT = 
292. a) Le sine ? b) —— 293. a) eit= b) cos 7 
z 1 Î 
20) pps D tr. 


295. a) e 2 : b) sin———; c) ch. 


+1 
=° {—sin: s— 7 
296. a) Cosz—1 b) COS © ©) sin® = 


Les assertions citées ci-après sont valables. 

1. Pour qu'un point z, soit un point singulier éliminable d'une fonction f (2), 
il jaut et il suffit que le développement en série de Laurent de j (z) au voisinage du 
point z, ne contienne pas de partie principale. 

2. Pour qu'un point 2, soit un pôle d'une fonction f (2), il faut et il suffit 
que la partie principale du développement en série de Laurent de f (z) au voisinage 
du point =, ne contienne qu'un nombre fini de termes: 


; C_k C_ 
AS rep ra + ss + ÇR + 2 Cn (2— 20)? (c_R 5 0). 


L'exposant le plus grand de la différence (z — 29) qui figure aux dénominateurs 
des termes constitutifs de la partie principale de la série de Laurent coïncide avec 
l'ordre du pôle. 

3. Un point =, est un point singulier essentiel d’une fonction f (z) si, et seule- 
ment si, la partie principale du développement en série de Laurent de cette fonction 
au voisinage du point =, contient une infinité de termes. 

EXEMPLE 11. Déterminer le caractère du point singulier z, = 0 de la 
finction 
eT: 


1D=—., 
SOLUTION. En utilisant le développement en série de Taylor de la fonc- 


tion e-2 au voisinage du point z, = 0, on obtient le développement en série de 
Laurent de la fonction f (z) au voisinage du zéro 


Mshietetlishe ile 
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1 z° 4 4-2 2” 
rer h- cette. 
Ce développement ne contient pas de pue principale. On peut donc affirmer 
que le point z, = 0 est un point singulier éliminable. 

La fonction f (z) dont la définition est complétée par l'unité au point z — 


= 0, c’est-à-dire 
1—e72 . 
À, si =—0, 


est également analytique au point z, = 0. 
EXEMPLE 12. Déterminer le caractère du point singulier z, = 0 de la 
fonction 
1— cos : 


[= — 


SOLUTION. En développant la fonction cos z en série de Taylor suivant 
les puissances de z, on obtient le développement en série de Laurent de la fonc- 
tion f (z) au voisinage du zéro: 


So LT NE RES D 


he es EE es _ 
7 212 Az Glz 8! 40! 


Le développement en série de Laurent de la fonction f (3) au voisinage du point 
z) = 0 contient un nombre fini de termes à puissances négatives de z. Il s'ensuit 
que le point z, = 0 est un pôle d'ordre 5, car le plus grand exposant de z figu- 
Lu de dénominateurs dans la partie principale de la série de Laurent est 

5. 
EXEMPLE 13. Déterminer le caractère du point singulier : = 1 de la 
fonction 

1 


f(z)=(z—1) et, 
SOLUTION. En utilisant le développement 


2 3 
mette + 


et en posant u = ; - ge 0 obtient le développement en série de Laurent de la 


fonction jf (-) au voisinage du point z, = 1: 


1 1 1 
Lee [++ re +] 


1 1 
=LHE-NE ET FE E À 


Ce développement contient une infinité de termes à puissances négatives de 
(: — 1). Par conséquent, le point z, = 1 est un point singulier essentiel de la 
fonction f (2). 


Déterminer le caractère des points singuliers indiqués: 


1 2° — 3z+ 2 
297, STE , Zo = A. 298. HE. 20 — 1. 
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299.02, 2—0. 300. =, z—0. 

1 3— 1 
301. cos En A. 302. HE 2-0; 251 
303. MOHD, 0. 304. UE, 20. 
305. —, 2—= ee, 306. cos + sin TE » Z0=0. 
307. zsh—, Zo = Ù 


$S 9. Résidus des fonctions 


Soit z, un point singulier isolé d'une fonction f (z). On appelle résidu de la 
fonction f (z) au point z, le nombre désigné par le symbole Res f (z,) qui vérifie 
l'égalité 

1 


Res f (25) = 2 Ÿ f (z) dz. (1) 
Y 


(On utilise également les notations: Res [f (2); z), Res f (z).) Comme contour Ÿ, 


Oo 
on peut prendre une circonférence centrée en z, et de rayon suffisamment 
etit pour qu'elle ne dépasse pas les frontières du domaine d’analycité de la 
onction jf (z) et ne contienne pas dans son intérieur d'autres points singuliers 
de cette fonction. Le résidu de la fonction est donné par le coefficient de la 
première puissance négative dans le développement en série de Laurent de 
f (z) au voisinage de point z = z,: 


Res f (20) = c-1- (2) 


Le résidu en un point singulier éliminable est nul. 
Si le point z, est un pôle d'ordre » de la fonction f (2), alors 


=1 
Res (dep lim rer U (6) (60) a 


S'il s’agit d'un pôle simple (n = 1), 
Res f (2) = lim [jf (2 (: — 2). (4) 
z2—- 20 


Si la fonction f (:) peut être présentée dans le voisinage du point z, comme le 
quotient de deux fonctions analytiques 


1 _ 8 () 

(2) cg Ÿ (2) , 
de plus, si ® (2) Æ 0, Ÿ (2) = 0, alors que +” (z,) + 0, c'est-à-dire si z, est 
un pôle simple de la fonction f (2), alors 


Res f (20) = ES (5) 


Si le point z, est un point singulier essentiel de la fonction f (z), pour obte- 
nir Res f (2), il faut trouver le coefficient c_, dans le développement en série 
de Laurent de la fonction f (z) au voisinage du point z,. Ce coefficient sera 
justement Res f (2). 
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EXEMPLE 1. Trouver les résidus de la fonction 


sin z° 
1) = no 
en F2 
en ses points singuliers. | 
SOLUTION. Les points singuliers de la fonction ne. sont z=0et 
ZT — 72 
z = 1/4. Au point :—=0ona 
lim f(s)= Jim Si À Jin 1 4 
20 2-0 2? 2-0 A ñ 


Il s'ensuit que le point : = 0 est un point singulier éliminable de la fonction 
f (2). Pour cette raison, 


Res j (0) = 0. 
Au point z— 1/4 on a lim 4 (z) = ©, donc le point z = r1/4 est un pôle 
2 71/ 
{d'ordre 1) de la fonction f 
Conformément à la formule (4), on a 
ñ : ñ - sin 7° fa 
SLR EE fe ne +) = 
me dE © ee a Que à gro seu Le 
ri rl 
= sin 2? _ 16 . n° 
er 2° ET 
EXEMPLE 2. Trouver les résidus de la fonction 


z 


e 
= Te 


en tous ses points singuliers. 
SOLUTION. La fonction f (9 a comme points singuliers z = —1 et z = 2. 


Le point z = —1 est un pôle d'ordre 3 pour la fonction f (z). Conformément 
à la formule (3), on a 
1 d° ez 4 . (22—6:+ 10) e: 17 
REA) 2! a” dz* z—2 | 2 ee (z—2} 4e 


Le point z = 2 est un pôle d'ordre 1, ce qui nous permet d'écrire, conformément 
à la formule (4), 


im LS 
TE T na 7 ne 


EXEMPLE 3. Trouver les résidus de la fonction f (z) = : 


+1 
points singuliers. 

OLUTION. Les points singuliers de la fonction f (z) sont représentés par 
les zéros du dénominateur, c’est-à-dire qu’ils sont donnés par les racines de 
l'équation z + 1 = 0. On a 

17 4 _iT -iZ 


à 2 4 > 


en ses 
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D’après la formule (5), on obtient 


1 1 —iT i i TT 
Res 1E)=— | Noa | Res f (2)=—5- an 7° ; 
ze z— € 
. 97 KE 
u 1 1 Cu . 1 14 i— 
Res Î G)=—- 432 & , Res Î E=-r s 4 3 
z=e . z=e 


EXEMPLE 4. Trouver le résidu de la fonction 
54 
fE)=#sin — 


en son point singulier. 

SOLUTION. Le point singulier de la fonction f (z:) se situe en : = 0. C'est 
un point singulier essentiel pour la fonction susmentionnée. En effet, le déve- 
cphement en série de Laurent de f (z) au voisinage du point = — N est de la 
orme 


1 | 1 1 1 
— © —— ue ce me = in mm nn 
=» (= 3125 T5 . 315 Tir es. 
c'est-à-dire que sa partie principale contient un nombre infini de termes. Le 
résidu de la fonction au point z = 0 est égal à zéro, car le coefficient c_, dans 
le développement en série de Laurent de la fonction j (z) est nul. 

Si la fonction f (:) est de la forme f (2) = FG) où les fonctions analytiques 
® (z) et  (z) admettent des zéros d'ordre supérieur à { au point 2,, il est commo- 

e de remplacer, dans ce cas, les fonctions œ (z) et (:) par leurs développements 

en série de Taylor au oRees du point 2. 

EXEMPLE 5. Trouver le résidu au point = = 0 de la fonction 


sin 3: —3Sinz 
= Gnesims 
SOLUTION. Le point z = 0 est un zéro aussi bien pour le numérateur 
p (z) = sin 3z — 3 sin z que pour le dénominateur 1 (:) = (sin : — :) sin. 
Trouvons les ordres du zéro pour ces fonctions en utilisant le développement en 
série de Taylor de sin = au voisinage du point : = 0: 


: D 25 
sin = TE soi 


On a 
nr 3323 , 3925 
p(z)=sin 3:—3sin 2 Ts en 
à Fe 2° ____ 8°—3 s1 3 —3 se a 
—3 sr or s}= 31! “æ 5! - . —=2 Pi (©), 
où 
33—3 , 3:—3 , 
O1 (5) = ee 3 1 + 5 | 2 — ° Pi (0) _— —4 0: 


W(z)=(sinz—:)sin:= (+. . (+ . .}= 


0) 
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Ori. $ Ji +. — | , Vi = — 20. 


Par conséquent, 


f (=) = 


sin 3z—3sinz _ z°®@1(:) _  @1i(s) 
(sins—z)sinz  2tw#3(:)  =WŸ:1(z) ? 


et, étant donné que mn (0) 0, 1h, (0) 0, le point z = 0 est un pôle simple 
de la fonction donnée. Pour cette raison, le résidu de cette fonction au point 
indiqué est donné par la formule (5): 
sin 3: —3sinz ne P1(:) __ Pi (0) —4 
z=0 (Sinz—z)sinz :-0 z%#1(:) © V1(0) 


Calculer les résidus suivants : 


308. Res 2" (7 = 1, 2, | 309. Res Sn 22 
:=0 


sin”: «= (—cos:}* ‘ 
e2—1—72 (4—ch 2) sh =: 
310. RS TT cos 25) sim 311. RG —cos 2) sine s 
312. Res —(n—92,3,...). 313. Res —# 
:=0 * :=0 chz:—1—— 


1/2 


EXEMPLE 6. Trouver les résidus de la fonction f (z) = 


en ses 


1 — = 
points singuliers. 

SOLUTION. Les points singuliers de la fonction donnée sont: z = 1 et 
z = 0. Le point z = 1 est un pôle simple, donc 


Pour déterminer le caractère du point singulier z = 0, développons la fonction 
donnée en série de Laurent au voisinage de ce point. On a 


1 1 1 
1/2. SR | ENS SES 
€ RE roues does dd 
1 « 
Es" =1+zHs+ss Lt .…. 
En multipliant entre elles ces séries, on obtient 


| 1 1 
D — (tt ++ RER ] ({HzLzLasS EL, .)— 


= (14 + 7 ) ++ es + ...—+ Ja partie régulière, 


où cRZO0, k=2, 3, ……. 

Etant donné que la partie principale de la série de Laurent contient une 
infinité de termes à puissances Re de =, le point : — 0 est un point singu- 
lier essentiel de la fonction considérée. Le résidu au point = — 0 de cette fonc- 
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tion sera 
1 , 1 
LS A US .…..—.—1. 
EXEMPLE 7. Trouver le résidu de la fonction f (:) = cos z sin : en son 


point singulier z = 0. 

SOLUTION. Pour déterminer le caractère du point singulier qui nous 
intéresse, développons la fonction donnée en série de Laurent au voisinage du 
point z=0. On a 


En multipliant entre elles ces séries, on obtient 


f (e)= cos : sin == (+ Tr. à: ts — on ]= 


/ | | | 1 1 1 1 
=(i+ssr ts +.) G13iT 21sit ait est e..t 
la partie régulière. 

Donc, au voisinage du point z = 0, la série de Laurent est de la forme 


.4_< 1 1 : 
Rene 2 ne n Te tés het la partie régulière, 
n= 


OÙ C(on-1) Æ 0, k= 1, 2, ... 

La partie principale de la série de Laurent contient une infinité de termes, 
ce qui signifie que le point z = 0 est un point singulier essentiel de la fonction 
donnée. Le résidu cherché sera donc 


© 
1 1 
Re zsin— | =c1— —————— , 
0 (cos FT | e1= à (n) In +1)! 
n=0 
EXEMPLE 8. Trouver le résidu de la fonction 
: 1 
W =2" sin +1 
en son point singulier. 
SOLUTION. La fonction donnée admet comme point singulier le point 
— —1. Pour déterminer le caractère de ce point, développons la fonction en 


série de Laurent au voisinage du point z = —1. Pour ce faire, exprimons z° 

à l’aide des puissances de la différence z — (—1) = :+ 1. On a 
2={(G+1)—1F= +1 —-2(2+1) +1. (4) 

Pour la fonction sin =: 1 re la série de Laurent au voisinage du point z — —1 


est de la forme 


: 1 1 1 1 
SET HT SIG GED @ 
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En multipliant entre elles les expressions (4) et (2), on trouve 


À 
PP EET— 


0] 1 1 _ 
= [(2+1)—2 (:+1)+1] rente NES J- 


UD = 7 


1 1 2 1 1 1 1 
==) en 5) + 
+124 (+0 


La série de Laurent contient une infinité de termes à puissances négatives 


de la somme : + 1. On conclut donc que le point z = —1 est un point singulier 
essentiel de la fonction donnée et que son résidu en ce point sera 
Res w—1 + — : 
z=—1 31 6 


EXEMPLE 9. Trouver le résidu de la fonction 


1 (2) = e/° cos z 
au point =: = (0. 

SOLUTION. Etant donné que le résidu au point z = 0 est égal au coeffi- 
cient de z-1, il est évident que ce résidu sera nul, car la fonction f (z) est une 
fonction paire et son développement en série au voisinage du point z = 0 ne 
peut contenir de puissances impaires de 2. 


Trouver les résidus des fonctions suivantes en leurs points 
singuliers 


314. f (2) = —"#<—. 315. f (2) = 2e. 
hz e° 
316. f()=———. 317. (2) = ———— 
(22+ 1) (:—3) +—sin 2 
eï £ 
318. 1G)=-— 319. 1O= Te: 
1 
320. FO =—i 321. f(z) — 2° sin +. 
322. f(z)= cos ++. 323. f(2)=— 2, 
e+9 (2-7) 
1— cos : + À 
324. Î (:) —= TSG—3) : 325. f(2) = € 22, 
1z _ 
326. fO=rpes- 327. (= —<— 
Ps z° 
z2n 


328. f (z) — 


etc NN — 
— 329. 1O=- tr un 


æ 
æ 
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330. f (z) == cotg *z. 331. f (:) = sin z cos —. 
Fr sin — 
332. f(z)—e:-t, 333. OS: 
1 
= a+ 
334. Î (z) =  . 335. f(z)=e = 


336. f (z) = e° sin —. 


$ 10. Théorème des résidus de Cauchy. 
Applications des résidus au calcul 
des intégrales définies. 
Sommation de certaines séries à l’aide des résidus 


I. THÉORÈME DES RÉSIDUS DE CAUCHY 
THÉORÈME. Si une fonction f (2) est analytique sur la frontière C d'un 


domaine D et partout à l'intérieur de ce domaine, sauf en un nombre fini de points 
singuliers 21, Ze, + + +, 2ns GlOrs 


{10 ds=2ni Ÿ, Res f (zx). 


C Rk=1 
EXEMPLE 1. Calculer l'intégrale | st dz. 
| = 1=4 
SOLUTION. Dans le domaine | z| << 4, la fonction f (:) = =. = est 
analytique partout, sauf aux points z = 0 et z — —1. 
D'après le théorème des résidus de Cauchy, 
z 
__— dz = 2ni (Res f (0)+ Res f (—1)). 
1z1=4 
Le point z = 0 constitue un point singulier éliminable de la fonction f (z), car 
lim 4 7 —1 —{ 
20 (z+1) | 
Pour cette raison, Res f (0) = 0. Le Fa z = —4 est un pôle d'ordre 1 et 


Res f(—1)= lim { — G+1}=1-et. 
De cette façon, 


Le = ds = Dm (1e). 
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EXEMPLE 2. Calculer l'intégrale | tg z dz. 

Iz21= 2 
SOLUTION. Dans le domaine D:|z{1<2, la fonction f (2) = tg z est 
1. 
2 


Tous les autres points singuliers :, = + kx de la fonction f (z) = tgs 


analytique partout, sauf aux points z — 5 etz — —— qui sont des pôles simples, 


se situent en dehors du domaine D et, pour cette raison, ils ne sont pas pris en 
considération. 


On a 
= \ _ sinz _ .s{_L3\__ Sinz = 
Res f ( n) ] ” (cosz)” nn 1, Res Î \ D) ]= L(cos 2) = e 
3 
C'est pour cela que 
| tg z di = —4ni. 
\z21=2 
EXEN ler l'intégral = 
XEMPLE 3. Calculer l'intégrale AHT dz. 
(s—11=3/2 
SOLUTION. Dans le domaine D:|z—1|-< 3/2, la fonction f(z) = 
1/22 
= — possede deux points singuliers: z = &, qui est un pôle d'ordre À, 
et z = 0 qui est un point singulier essentiel. 


D'après la formule (5) du $ 9, on a 
e1/2:° 
Res HUE EE e 


Pour trouver le résidu au point : = 0, il faut effectuer le développement en 
série de Laurent de la fonction j (:) au voisinage du point =: — 0. Toutefois, 
dans le cas examiné, il n’est pas nécessaire d'effectuer ce développement, car 
f (:) est une fonction paire, ce qui permet d'affirmer que son développement de 


Laurent; ne contiendra que les puissances paires de = et de - Donc c.1 = 0et, 
par conséquent, : 
Res f (0) = 0. 
D'après le théorème des résidus de Cauchy, on a 
1/22 
| Fra 
Is=il=3/2 
EXEMPLE 4. Calculer l'intégrale 


+. sin + dz. 
1:1=2 : 


SOLUTION. Dans le disque | z | & 2, la fonction figurant sous le signe 
d'intégration présente deux points singuliers : : = 1 et : — 0. Ilest aisé d’éta- 


6—01485 
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blir que z = 1 est un pôle simple, donc 


| 
Dee 
= = sin 1. 


Res | Là sin) = 
2= 1 z—1 Z 


G—1) lent 
Pour déterminer le caractère du point singulier z — 0, développons*Îla 


fonc tion — sin ln série de Laurent au voisinage de ce point. Cela[nous 
donne 
ds Lo * 
—Ssin— — — a — 
PE LR 13 0 


HSE 3 E--+— ”_ 


= == 1 l 1 1 Ca Ca «1.4 . ? . 1 
=—(1= ENT ne LE | Es Etat ...—+ la partie régulière, Ps 
CRE). k=2,,9, 5 
Etant donné que la série de Laurent contient une infinitélde termes A RE A 
négatives de z. le point z = 0 est un point singulier essentiel. Le résidu"de la 

fonction sous le signe d'intégration en ce point sera 
de 
2 1 | : 
Res el C1 = (+5 pre )=—sin 4. 


è—= 0 æ — 
Par conséquent, 


+. sin + dz= 2ni (sin 1 —sin 1) —0. 


e 
|21=2 


Calculer les intégrales suivantes : 


337. [ z tg r12 dz. 


1211 
"0% Cr 0/3 — 92/3 
338. = G+ 2 > OÙ C:z23Ly 32/3, 
ez dz e—1 
"2 CETTE ut RE dz. 
z—t|—= 


341. ( 22 sin dz. 342. \ Lt 
\zl=1/2 lzl= V3 
543 À Es, 344. | a 


sin 92 cos z 
| z+11= lzl=1 
e: dz elz dz 
M5. | er. M6 | HS. 


21 |=1 \z1=4 
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347. 


348. 5— dz, C:z1+y3—2r=0. 
sin 72 z? 
349. C1} dz, C 7 +yi=1. 


350. | T1 4, C:r+y—16 


C 
ss. | , C:xi+yi— 2x. 7. j s'sin-de 
zi= 


354. | G+tjet#zdz. 355. | (sin + et cos z) dz- 
\21=1/8 | 2 12=2/3 : 


RÉSIDU D'UNE FONCTION 
PAR RAPPORT AU POINT À L'INFINI 


On dit qu'une fonction f (z) est analytique au point à l'infint z2—= co si la 
fonction 


g@=i (+) 


est analytique au point & = 0. 


Par exemple, la fonction f (z) = sin 1 est analytique au point z = oo. 
étant donné que la fonction 


pO=(T)=sins 


est analytique au point & = 0. 
Soit f (z) une fonction analytique dans un certain voisinage du point à l’in-- 
fini (excepté le point à l'infini : = lui-même). 
e point z = œ est appelé point singulier isolé de la fonction f (2) si cette- 
fonction ne possède pas d’autres points singuliers dans un certain voisinage de- 


ce point. 

A l'infini, la fonction f (z) = — possède une singularité non isolée : 
les pôles z, — kx de cette fonction s'accumulent à l'infini si k — oo. 

On dit que z — © est un point singulier éliminable, un pôle ou un point. 
singulier essentiel de la fonction f (2) si la limite lim / (2) est respectivement. 

z + © 

finie, infinie ou si elle n'existe pas. 

Les critères déterminant le type d'un point singulier à l'infini liés au 
développement de Laurent diffèrent de ceux adoptés pour les points singuliers 
à distance finie. 


6* 
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THÉORÈME 1. Si z— est un point singulier éliminable d'une fonction 
f (2), le développement en série de Laurent de cette fonction au voisinage du point 
susmentionné ne contient pas de puissances positives de z: si z — oo est un pôle, 
le développement mentionné ci-dessus inclut un nombre fini de puissances positives 
de z, tandis que pour une singularité essentielle, le nombre des puissances positives 
de = devient infini. 

De plus, nous allons appeler développement en série de Laurent d'une 
fonction f (:) au voisinage du point à l'infini un développement de ce type qui 
converge partout en dehors d’un disque de centre au point z = Oet derayon R 
suffisamment grand (sauf peut-être au point = — œ lui-même). 

Soit f (z) une fonction analytique dans un certain voisinage du point : = 
(sauf peut-être en ce point lui-même). 

On appelle résidu de la fonction f (z) au point à l'infini la grandeur 


Res j (00) = — | f{z) d=, (1) 
\— 


où y- est une circonférence suffisamment grande | z | — p parcourue dans le 
sens horaire (le voisinage du point z = se trouve toujours à gauche comme 
c'était le cas pour un point à distance finie z — a). 

De la définition qui vient d’être formulée il découle que le résidu d’une 
fonction f (z) au point à l'infini est égal au coefficient à signe inverse de :”! 
dans le développement en série de Laurent de cette fonction au voisinage du 
point z — ©: 


Res f (00) = —cuje (2) 
s + | 


pe 2 
L 2 


EXEMPLE 5. Pour la fonction f (z) — on a f(z) = 1 + £. Cette 


expression peut être considérée en tant Le développement en série de Laurent 
de la fonction au voisinage du point à l'infini. Il est évident que 


lim fH=1 


z — ©œ 


de façon que le point z = est un point singulier éliminable et, comme d'habi- 
tude, nous posons f (oc) — 1. Ici c_, = 1, donc. 


Res / (=) = — |e 


Cet exemple montre que le résidu d’une fonction analytique par rapport 
à un point singulier éliminable situé à l'infini peut être. contrairement à ce qui 
a lieu pour un point singulier éliminable à distance finie, différent de zéro. 

Les développements connus des fonctions e:, sin z, cos :, sh :, ch z peuvent 
également être considérés en tant que développements en série de Laurent au 
voisinage du point z = . Etant donné que les développements en question 
contiennent une infinité de puissances positives de z:. les fonctions susmention- 
nées présentent au point : == œ une singularité essentielle. 

THÉORÈME 2. Si une fonction f (:) possède un nombre fini de points singu- 
liers dans le plan complexe élargi. alors la somme de tous ses résidus, y compris 
le résidu à l'infini, est nulle. 

De cette façon, si a;, &+, ..., a, sont des points singuliers à distance 
finie de la fonction f (:), alors 


n 
Res f (æ)+ ©, Res f (ax) =0 
k=1 
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ou 


Res f (0) = — D Res f (ax). (3) 
kR=1 


La dernière relation rend commode le calcul de certaines intégrales. 
EXEMPLE G. Calculer l'intégrale 


SOLUTION. La fonction figurant sous le signe d'intégration 


1 

[OF 
a comme pôles (à distance finie) les racines z, 22, 23, z4 de l'équation = = —1 
qui sont toutes situées à l’intérieur de la circonférence | z | — 2. Au voisinage 
du point à l'infini, la fonction f (:) = I = —; admet le développement 

1 Î 1 1 1 
PO D a eu au 

1+— 

et l'on voit que Res f (œ) = —c., = 0. En vertu de l'égalité (3), on a 
4 
.1=2xi >. Res j (24) = —2ni Res f (6) = 0. 
k=1 


EXEMPLE ‘7. Calculer l'intégrale 


L 17 
=) mer 
\zl=3 
SOLUTION. La fonction sous le signe d'intégration 


10 GET 


possède à l'intérieur de la circonférence | z| = 3 cinq pose singuliers qui 
sont des pôles multiples. Si l'on appliquait le théorème des résidus principal, 
les calculs seraient trop encombrants. Pour simplifier les choses, utilisons 
l'égalité (3), en vertu de laquelle on a 


= —)2xi Res f (co). (3”) 
Etant donné que la fonction f (z) peut être mise sous la forme 


17 17 


DO EEE PP SU PES TS 
= 1 e : | 
ETS 


| (a+) (1++ 
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on voit que la partie régulière du développement en série de Laurent de cette 
fonction au voisinage du point à l'infini z= commence par le terme 1/z. 


Par conséqueut, Res f (oo) — —1. En portant cette grandeur dans l'égalité 
43), on ohtient I = 2ni. 


CF Déterminer le caractère du point à l'infini pour les fonctions 
suivantes : 


356. f(D= TER, 357. f( = EL. 358. j()= 


ei 

z3 © 
359. f(2)—cos. 360. f{z)—et. 361. f(z) = set. 
362. Soit f (z) une fonction qui peut être mise sous la forme 

{(c) =59 (i), où p (£) est une fonction analytique au point à = 0. 


Montrer que Res f (z) = —g" (0). 


Zz2=00 
En utilisant le résidu par rapport au point à l'infini, calculer 
les intégrales suivantes: 


z°+ 1 ; dz 
363. | ET àz. 364. | 
1 z |==i 13 |(=2 
365. | es dz. 366. | — 5. 
\zl=2 [= 1=3 
RE | 2? 
367. | z?sin = dz. 368. | 1 dz. 
Iz\=1 1z1=3 


II. APPLICATION DES RÉSIDUS AU CALCUL 
DES INTÉGRALES DÉFINIES 
14. INTÉGRALES DES FONCTIONS RATIONNELLES. Soit f (zx) une 
p 
fonction rationnelle de la forme f (x) — re où Pm (x) et Q, (x) sont des 
n 

polynômes de puissances m et n respectivement. Si f (x) est continue sur l'axe 
Féel tout entier [Cr (x) 0) et si n > m + 2, c'est-a-dire si la puissance du 
dénominateur dépasse d'au moins deux unités celle du numérateur, alors 


re 
| ft dz= mio, (4) 
, ; ni . Pm(z) 
où l'on désigne par ola somme des résidus de la fonction f (z) = 0.G) en tous 
n 


les pôles situés dans le demi-plan supérieur. 
EXEMPLE 8. Calculer l'intégrale 


00 | 
I = ro (a > 0). 
"0 
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. / . z° 
SOLUTION. Etant donné que la fonction O= Es: on a 
+ 
r= 1 | z°dzx 
7 2 (z°+ a2)°° 


2 
Introduisons la fonction f (z) = + Y qui coïncide avec la fonction f (zx) 


(27 + 

sur l'axe réel, c'est-à-dire pour z — zx. La fonction f (2) possède un pôle d'ordre 2 
dans le demi-plan supérieur au point z — ai. Le résidu de f (z) par rapport 
à ce pôle sera à 


=." d (2 ni)l= li d 7° == 
Res f (a= lim © [f (+) (—ai = lim | |= 


z-ai dz (z+ at)? 
si 2aiz 12 
E-ai (2+ai)* 4at 
En utilisant la formule (4), on obtient 
1 T Oz 1 1 nn 
TZ ares 


Calculer les intégrales suivantes à limites d'intégration infinies 


o0 + 00 
z® +4 à : dx 
369. Aid. »70. | Ta) (+6) (a>0,b> 0). 
+o +00 
371 \ __d 372 \ D 
” : (z° +1} ’ e k (+ zt)nti © 
373 + EE 7 
" JO (+47+13Y ° ° (r?+ a°)° (2° + 02)3 
+00 00 
375 | EE 376 | Me 
| J +41 " JO 1+z ° 
RE +00 _ 
377. | -E. 878. | 
Te zt dz 
379. ess (a> 0, b> O0). 


1-3... (22 —1) 


380. Démontrer la formule \ = 2.4.6 ...2n 


Te 
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2. INTÉGRALES DU TYPE 


R (x) cos Àz dx, \ R (x) sin Àz dr, 
0 


OT og 


ue (x) est une fraction propre rationnelle, À > 0 étant n'importe quel nombre 


Pour effectuer le calcul des intégrales de ce type, il est commode d'appli- 
quer le lemme de Jordan suivant: 

Soit g (z) une fonction analytique dans le demi-plan supérieur (0 << Arg z << x) 
sauf en un nombre fini de points singu- 
liers, qui tend, dans ce demi-plan, vers zéro 
pour | z]—» co. Alors, pour À > 0, ] 


LAS 3, — 
is { de) et dz=0, 


CR 
cà le contour d'intégration Cr est représen- 
té par une demi-circonférence de rayon R 
centrée au por 0 et située dans le demi- 
plan supérieur (fig. 


t). 
EXEMPLE 9. Calculer l'intégrale 


O0 
: zsinaz 
Fig. 7. T= | Teste dr (a>0, k> 0); 
) 


SOLUTION. Introduisons la fonction auxiliaire 
zeiaz 


HU=-r EE 


Il est aisé de remarquer que si z=7, alors Im f(x) coïncide avec la fonc- 


tion sous le signe d'intégration @ (x) = nr Considérons le contour 
représenté sur la figure 7. Si R est suffisamment grand, la fonction g(z)— 
= satisfait sur le contour Cr à l'inégalité [g (2) | < FE xs donc, 
g (z) tend vers zéro pour À —+ ©. D'après le lemme de Jordan, on a 
fn zetaz dz 0 5 
Fes ( z+ k? se ( ) 
CR 
D'après le théorème des résidus, pour tout R > k, on a 
RR 
; zelax zelaz 
| ape À | ar &=inlo, 
—R; R 
où 
az à fzeiaz 
= Res Een = lim | = l=—+ -akh 
: Res | 23 + k2 il 2 2+ ki En sel 


A la limite, pour R —+ et compte tenu de la relation (5), on obtient 


+00 
dl zeiax 
| dz= nie-0h, 


TE 
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En séparant les parties réelles et imaginaires dans les deux membres, on a 


+o 
in az 
\ __ dz= ne-ak 
J z+ki 
— 00 


Etant donné que la fonction figurant sous le signe d'intégration est paire, on 
obtient finalement . 


I=< eh, 
EXEMPLE 10. Trouver la représentation intégrale de la fonction dite 
échelon unité de Heaviside f(t) — Dpt 
1 pour ft > 0. 
SOLUTION. Considérons la fonction 
1 " List 
RO | 
C 


où le contour d'intégration C est celui représenté sur la figure S. 

En fermant le contour à l’aide de la demi-circonférence CR situee dans le 
demi-plan supérieur, on peut remarquer 
que, pour t << 0, en vertu du lemme de 
Jordan, les intégrales 


er ist 


\ — d: +0 pour R — ©, 
CR 


% et, compte tenu du fait que la fonction 
figurant sous le signe d'intégration est 
analytique dans un domaine muni d'un 
tel contour fermé, on a f(t) —= 0 pour 
t < 0. 

Fermons maintenant le contour au 
Fig. 8. moyen de Ja j demi-circonférence CR 
qui se trouve dans le demi-plan infé- 
rieur. Maintenant, pour t > 0, on trouve 
de nouveau, en vertu du lemme de Jordan, que les intégrales 


eict 
| ; dz 0 pour R — ©. 
CR 


Mais dans ce dernier cas, le point =: — 0 se trouve à l'intérieur du contour d'inté- 
gration. Cela signifie qu'en vertu du théorème des résidus de Cauchy, 


e=ict 


{ 
= ——— | di (>0). 
C 


Donc, 


f eritt = |* pour t<U, 


1 
(4) = | 
| 2ni ) 3 { pour t1>0. 


De cette façon, l'intégrale considérée représente une fonction discontinue. 
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Calculer les intégrales suivantes : 


+00 +00 
Ù  zcosz dx zsinz 
381. | 22410 * 382. | 4:20 07. 
00 +00 
cos zx dr cos z dr 
5. [eee M | 
385. | -S- ds (a>>0). 386. | RS dx (> 0). 
) 0 
® O ® . 
387. | Ter d£ (m>0, a> 0). 388. | Er ds. 
0 0 
389 [ ess (A>0). 390 fæsines y, (a>0) 
" J (+1 (+9) | ° : (1+ 2°): : 
€ z? COs x dz r 3z° — a? 
391. NES TES : 392. ES COS MI dx. 
EXEMPLE 11. Calculer l'intégrale 
Sin ax | 
I = | rares (a >, b> 0). (6) 
SOLUTION. Introduisons la fonction f (:) = FT choisie de telle 


la fonction f (z) situé au point z = bi. D'après le théorè 


Cauchy, 


façon que, pour z = x, Im f (:) coinci- 
de avec la fonction figurant sous le signe 
d'intégration dans (6). La fonction AC 
présente une singularité sur l'axe réel: 
un pôle d’ordre 1 au point z — 0. C'est 
pour cela que l’on choisit le contour d'in- 
tégration comme indiqué sur la figure 
9 (le point singulier z = Oest contourné 
en suivant la petite demi-circonférence 
Cr (r << b); la demi-circonférence CL est 
choisie de sorte que b << R). 

Fig. 9 De cette façon, à l’intérieur du con- 
Be <- tour, fermé il n'y a qu'un seul pôle de 
me des résidus de 


= R 
eiax eiaz eiax dr 
| Te ) ES a es + 
eiaz 
+ [re ane " 


CR 
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où 
ein: ..  etaz (2 — bi) e—ab 
o= Res > Jim Et, s 
r=bis (2-0) r.bi (2° +06) 2b° () 


En substituant —zx à z dans la première intégrale de (7) et en réunissant celle-ci 
et la troisième intégrale, on obtient 


etax d eiax d 
| rs Gi xs dE 


= T 


R R 
eiax —e—iax * sin ar dr 
= | —————.— = ——— 
2e ” 
r r 
Etant donné que 
lim ces |. 4 
LOS FÉE bd? : 
eiaz , x ù 
la fonction 2H ligurant sous Île jsigne d'intégration peut ‘être mise 
sous la forme 
ces 11, VU 
220) 6° SU 7 
où lim (2 = 0. En posant : = ref, on trouve 
iz — 0 
az q 1 d ) Y 
Rss = (+ QE MO ee 1 4 10) dp. {1 
Er 7 db | _. Fe jt 1 VERS AS 
r’ Cr Cr ET 


La limite de l'intégrale du second membre de (10) est égale à zéro pour r + 0 
ù 

Jim | dt (rel9) dp=n (11) 
r—e0 L 


Finalement, d’après le lemme de Jordan, la quatrième intégrale dans le 
premier membre de (7) tend vers zéro pour À — co, car la fonction g (z) = 


tend vers zéro lorsque | z | —> oc: 


Re 
 2(22 + b°) 
lim \ ee = 
Ro | =:(2*+b*) 

CR 


dz: =). (12) 


De cette façon, quand R —+ © et r —+ 0, l'égalité (7) peut être mise, compte 
tenu des relations (8) à (12), sous la forme 


sin ax ti e—ab 
2i | — © dr — = — Ni —— 
« TI” = 
0 
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d'où 
sin ax LD 
Ecru Cor 


Calculer les intécrales suivantes : 


O0 


sin z sin z 
393. ET dx. 394. | ren 


sin mz dx 
z(x°—a°)° 


Or 8 


0 
395. | SEE SOS OPE Gr (10, b>0). 396. 
0 


3. CALCUL DES INTÉGRALES CONTENANT UNE FONCTION 
EXPONENTIELLE 
EXEMPLE 12. Calculer les intégrales de Fresnel 


00 O0 


T1 = | cos 2° dx, To = À sin zt de. 


si l’on sait que 


| ee dr = NE (13) 


0 


SOLUTION. Considérons la fonction auxiliaire f (:) = et: et le contour 
indiqué sur la figure 10 (le secteur circulaire OBAO, où OA = 0B=Ret 


PTS 
BOA = n 4). A l'intérieur de ce De 
tour, la fonction f (2) ae Res 

et, d’après le ee de Cauc _ 


Nous allons montrer que 
lim | ei dz = 0. (15) 


R — 


n 


En effet, si l’on pose :°=E, on obtient d:— 
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où TR? représente un quart de l’arc du cercle de rayon R*. 
1 


je 


La fonction g (:) = satisfait aux conditions du lemme de Jordan, 


21: 
donc, 
ei à .9 
lim \ — dè= lim \eia=0 
R—00 « 24/2 R—® 
R° R 
F . 6 : 
Sur le segment AO ::=pe ", =—pte * —0°1, NL p< R. D'ôu 
0 à a R 
.® a &— 4- an 
| et: dz — \ ee *dp= —e * ( e”?"dp. (16) 
AO R 0 


En passant dans (14) à la limite pour R —+ oo et compte tenu de (15), (16) 
et (13), on a 


re Ta = 
\ er — e* UE 
û 
ou 
6 co es _ 
| cos z° dz + i | sin z* dr = LyEhiyes, 
0 0 


d'où l'on obtient 


o 14 e a CL < 
| COS x” dt=—- AE | sin r° dr= —] Ze 
0 


0 
EXEMPLE 43. Calculer l'intégrale 
+00 
e1x | 4 
Er (0 < a <1)}e 


—œ 


SOLUTION. Choisissons comme fonction auxiliaire 


eaz 
FO=LEe 
et le contour représenté sur la figure 11 (un rectangle de côtés 2R et 2x). A l’in- 
térieur de ce contour, la fonction f (:) est analytique, sauf au point Z = ai, 
où elle admet un pôle simple 


ani 
€ . ati 


> — 


eaz | 
(+e)" lsai ei 
D'après le théorème des résidus de Cauchy, 


Î 16 d+ | jet | so { 1) de — met un 
DA AB BC CD 


Res Î (ti) — 
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Sur le segment DA:2—x1, —R<z<R; c'est pour cela que 


R 
® eax 
DA -R 
Sur le segment AB:z2=R<+iy, 0O<y<2x; pour cette raison, 
eaz ec (R+iy) etR 
1+ez = 1 LeR+iv < eR_4° 


Cela signifie que 


27 etR 9ne°R 
ITI< | dYy= +0 pour Ro (car0<a<1). (19) 
J eR — e —1 
AB 0 
D'une façon analogue, on obtient 
-uR 
| [red] < 27 0 pour R—+o0. (20) 
CD De 


Sur le segment BC: z2=z<+2ni, —R <zr<R; c'est pour cela que 
R 


er(x+2ri) oani | eax 
[= de 0 | de. ie 
BC R -R 


En passant dans (17) à la limite pour À —+ œ et compte tenu de (18) à (24), 
on obtient 


+o0 +00 

eax 2ari EST . ani 
(rdc \ 14e dx — —2ie , 
00 —o 

d'où 

+ oo 

eax ne — 2nies 7 

J 1+ex — e221i_4  Sinax ° 
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Calculer les intégrales suivantes qui contiennent une fonction. 
exponentielle : 


397. | e-4x? cosbzdr (a>0, b> 0). 
0 
INDICATION. Poser f (:) = e-az?, le contour étant un rectangle de côtés. 
2R et D. 


+oo 


bi eax — ebx . 
398. | dr (0<a<1, 0<b<1): 
nz — Eebi 
INDICATION. Poser f (:) = = = . le contour étant celui de la fi- 
ee 
gure 11. 

4. CALCUL DES INTÉGRALES DU TYPE 
2x 
| R (cos x, sinzx)dxr, (22} 
0 


où R est une fonction rationnelle d'arguments cos z et sin z bornée à l’intérieur 
de l’intervalle d'intégration. 


On pose el* = 3. Alors dr = # et 


COS z = 


z2+1 : 22 —1 
2: ? RD gi à 


Il est évident que, dans ce cas, [z] = 1, 0 << zx < 2n. 
L'intégrale (22) prend la forme 


| F (:) d:, (23) 
C 


où C est un cercle de rayon unité centré sur l'origine des coordonnées. Confor- 
mément au théorème des résidus de Cauchy, l'intégrale (23) est égale à 2noi, 
où 7. la somme des résidus par rapport aux pôles situés à l’intérieur du cercle 
unité C. 


23 


EXEMPLE 14. Calculer l'intégrale 1 = | de 


+6 cos 2)? (a> b> 0). 


SOLUTION. En effectuant la substitution e{*=— z, on obtient à la suite 
de quelques transformations simples 


[ z dz 4 és 
) TA dasthe — 5 27i à Res F (2h). 


4 
en 


Sia>b>0, à l'intérieur du cercle unité il n’y a qu’un seul pôle (de multi- 
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plicité 2) a ar 14 ab? 


z 


Ft: us "M; as 
Res F (2)= lim (ac LE = (at br)" V2, 


27a 
(a 2j 2,$/: " 
Calculer les intésrales suivantes : 
27% 


[dx 


Le résidu de la fonction F(:)= par rapport à ce pole sera 


ia | 


Donc, I= 


cos® 3r dr 
U 
+ 


cos 2x dx 
401. j rer (P> 1). 
2 


x 
cos x dx dz 
402. ES (O<p<1). 403. EE (a > 1) 


F 
404. | cotg(x— a) dx (Im a>0). 
(U 


a bcosz 


405. | —E dr (> b> 0). 
ù 


EL 27 
406. | (0<a<1). 7. | = (0 <b<o). 
0 0 


EE 


III. SOMMATION DE CERTAINES SÉRIES 
À L'AIDE DES RÉSIDUS 


1. Soit f (:) une fonction analytique dans tout le plan complexe, sauf en un 
nombre fini de pôles 2. 2e, . . ., 24 qui ne se confondent avec aucun des points 
z= 0, Hi, H2, ...,et Supposons que la fonction f (2) satisfait à la condition 
f()=0O(z"*) pour z—+ 00 *). Alors 


*) La notation ef (z) = O (£g (:)) pour = —+ co » veut dire que le rapport 
f@) 
g(2) 


a une valeur limitée pour : + c: 


f (2) 
g (2) 


[<c, où C=const, C>xôû. 
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co k 
N f(n=-x Ÿ Res [{f(:) cotg x]. (24) 
ns — m= 1 = Tm 

EXEMPLE 15. Trouver la somme de la série > Er; où a 0. 


n=mi 


SOLUTION. Considérons la fonction 
Î (2) = - 


Cette fonction est analytique partout, sauf aux points z, = ai et =: — —ai 
qui sont des pôles simples. Etant donné que 
1 
f(:)= a 
a (142) 
il s'ensuit que 
1 
NE =0 (71) pour Z— 00. 
D'après la formule (24), on obtient 
. _ = cotg rt cotg x: 
. Ra : ue 5 + a Lune 22 + a? 
Pour la fonction ess les points z, = ai et z, — —ai sont des pôles 
simples, donc, ses résidus seront 
cotgrz  cotgnz __ COtg 2% : 
= 23 a neE 9z 21) 22 , k—i, 2 
Alors 
[s «) 
{ ue. cotgrai | cotg(—x 2) _ 
> ni+ei F 2at LE —2ai EE 
Tes — 00 


x 
=— { cotg (x ai) = — coth x a. 


La série figurant au premier membre de la dernière égalité peut être mise 
sous la forme: 

- 1 1 1 1 

D pee te + 


1 1 1 1 
a par par tte 


1—01485 
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œ 
| 1 
= +2} ta 
ni 
D'ici on trouve que 
œO oœ 
D À 
nita? 2 n3+ a? 2a? ° 
næi um — 
La somme cherchée de cette série sera 
[se] 
1 14 x | nacothbra—i 
à PER 2 a Ne est 20° à 
n=1 


Trouver les sommes des séries suivantes si a n'est pas un 
nombre entier 


408. D. 409. D — 
n=1| 


n=1 
410, D 1. 411 D 
° (n+a)? ° j ((2r +1)° 
n= — 00 n=0 


2. Soit f (z) une fonction analytique dans tout le plan complexe, sauf en un 
nombre fini de pôles z, z3, . .., z, qui ne se confondent avec aucun des points 
z = 0, +1, +2, ..., et supposons que cette fonction vérifie l'inégalité 


Get tImEle (121), (25) 
où e(|zl) + 0 pour z—+ 00, 2€ G,; 0 < a < nn. Ici on désigne parfG, tout 
le plan privé des disques 12 — zl < p, = 1, 2,..., k. Dans ce cas, la 
formule 

o0 k 
DL 1 (2) 
Ra nn Tr 8) 
N= — 00 m=i °m 


est valable. 
EXEMPLE 16. Trouver la somme de la série 


D (1) 
D par» «#0. 
n=0 

SOLUTION. La fonction f (z) = 7 possède deux pôles simples 


z = ai et z, — —at et elle satisfait à la condition (25), car 


1 1 
POSTE ET SEE 


de 1 
ici a=0,e UD=- TE pour z —+> co. 
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En utilisant la formule (26), on obtient 


ET PE TC À 


n? + a° (22+a?)sinnz -—_oi (2+at)sinnz 
fes — 00 
: . 1 

On trouve les résidus de la fonctions ss aux points zx, k—1,2: 

Res — 

=, (+0) sinnz 2 Sinrz+(z$+at) ncos az’ 
d'où 

1 1 1 
RÇS 2 ——ûZÂZ—aZaZE EE — —— 
= ai (2° +a)sinrz 2ai sin x ai 2ash7ra 
1 1 
. (°+Ha)sinnz 2Zshaa” 


Par conséquent, 


© 
> (— 1) _ 1 
na?  ashra 
fi — 00 
Ensuite, on obtient 


SM (17 CHE, _ (0 
2 pe mer Er + + 


(—1)* +a° 
n=-œ0 
(—1)° —1)! — 1)° (— 1)" 
Tops + ET + Fu RARE 7 
—1) 
rH5 : 

D'où 

GA 1 À (1 1 

2 nat 2 À "ni+a  2a° ? 
donc, 


GA 1 QG M, 1 nm, 1 1 f,, me 
2 nai 2 » nait Di — 2ashra TE 2a° (HE |] : 
n= n= - 


Trouver les sommes des séries suivantes en supposant que a 
n'est pas un nombre entier : 


(—1)" D (—1» 
412. x (n+a} . 413. À Br e 
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14. D RER... _n<B< nr. 


: __(—1» 
415. > (n° ay * 


n= — 00 


$ 11. Résidu logarithmique. 
Principe de l’argument. 
Théorème de Rouché 


On appelle dérivée logarithmique d'une fonction f (:) une fonction (2) 
qui est la dérivée du logarithme de la fonction f (2): 


,Lf'@ 
PG)= {La f()" = 


La fonction q (z) n’admet comme points singuliers que les zéros ou les points 
singuliers de la fonction f (2). : 

Le résidu de la dérivée logarithmique de la fonction f (z) par rapport à un 
oint qui est un zéro de cette fonction est égal à l’ordre de ce zéro; par rapport 
un point qui constitue un po de la fonction indiquée, le résidu est égal à L'or- 

dre de ce pôle pris avec le signe moins. | 

EXEMPLE 1. Trouver les résidus de la dérivée logarithmique de la fonc- 


tion f (2) ELLES 


SOLUTION. La fonction en question bee une infinité de zéros simples 
z—= kn (k—=0, +1. +2, ...) et un pôle simple au point z: = —1. D'où 


par rapport aux zéros et aux pôles de celle-ci. 


L'E L4 (20, +1, 42, Res LG) 
. FRS fG PER En 


Trouver les résidus des dérivées logarithmiques des fonctions 
indiquées par rapport à leurs zéros et à leurs pôles: 


416. f (= 417. f(z) = coss z. 


418. a) (==; b) f(z)=sinz. 


Soit f (2) +: 0 une fonction analytique en tous les points d’un contour 
ermé C. La grandeur 
1 [ FA 


27i " f (z) 
est appelée résidu logarithmique de la fonction f (z) par rapport au contour fer- 


C: 

THÉORÈME DU RÉSIDU LOGARITHMIQUE. Soit f(z) une fonction 
analytique dans un domaine fermé D, sauf en un nombre fini de pôles, et supposons 
que sur la frontière C de ce domaine elle n'admette ni zéros ni pôles. Alors la diffé- 
rence entre le nombre des zéros et le nombre des pôles (compte tenu de leurs ordres) 
de f (z) dans le domaine D sera égale au résidu logarithmique de la fonction| f(:) 
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par rapport au contour fermé C: 


1 (CG, y 
2ni Î f (2) Fo 


où N est le nombre des zéros de f (z) dans D, P étant le nombre des pôles de cette 
fonction dans le même domaine. 
Le résidu logarithmique du polynôme 


Qn (z)= », arzh 
R=0 


par rapport au contour C est égal au nombre des zéros (compte tenu de leur 
multiplicité) dans le domaine D borné par le contour C. 


EXEMPLE 2. Trouver le résidu logarithmique de la fonction f (z) = _ = 


eiz — 1 

par cDpor au contour C: |z| = 8. 
SOLUTION. On trouve les zéros z; de la fonction f (z). A cette fin, il faut 
résoudre l'équation ch z = O0 ou e2 + e-z = 0. Après avoir mis la dernière 


équation sous la forme e?z — —1, on trouve 2z = Ln (—1) = (2k + 1) xi et 
l'on a z = RE” (k = 0, +1, +2, ...) (tous les zéros sont simples). 


Pour trouver les pôles de la fonction f (z), il faut résoudre l'équation et: — 1 — 
= Ooueiz = 1. On a iz = Ln 1 = 2mni, z, = 2mn (m= 0, +1, +2, ...). 
Dans le disque | z | << 8, on trouve les zéros 


k+1 
ma (k=0, +1, +2, —3) 


et les pôles simples 
mm = 2mn (m=0, +!) 


de la fonction f (z). Le nombre des zéros N = 6, le nombre des pôles P = 3. 
Par conséquent, 


1 | RC PP PC 


2ni f (c) 
1z21=8 
EXEMPLE 3 Trouver le résidu logarithmique de la fonction 
1+ 22 
1G)= TT os 27 


par Rp poE à la circonférence |z| = x. 

SOLUTION. En posant 1 + z° — 0, on trouve deux zéros simples de la 
fonction f (z): a = —i, a; = i. On pose 1 — cos 2nz — 0 et l’on trouve les 
pôles de la fonction f (2): z, = n (n — 0, +1, +2, ...). Les pôle: trouvés 
sont de multiplicité k = 2. 

Dans le disque | z| << x, la fonction donnée possède deux zéros simples 


a = —i, as = i et sept pôles de multiplicité 2: 
A = —34, Za = —2, Z3 = —À, & = 0, Zs = 1, 
Ze — 2 23 — 3. 


De cette façon, N = 2 et P — 7. En vertu du théorème du résidu logarithmi- 
que, on trouve que Je résidu logarithmique de la fonction donnée par rapport 
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à la circonférence |z] = x sera égal à 


1 F2): 5 258. 
— | di=2—7.2= —12. 


|zi=x 


Trouver les résidus logarithmiques des fonctions suivantes 
par rapport aux contours indiqués: 


419. f@ = |z| = 2. 


420. f (2) = cosz + sinz, |[z|—=4. 

421. f(2) = (5 — 2), ]z|]—=8. 422. f(z) =thz, |z|—=8. 
423. f (2) = tgz, |z|—6. 424. f(2) —=1—thz, 1|z|—2. 
PRINCIPE DE L'ARGUMENT. Le résidu logarithmique d'une fonction 


f (2) par rapport à un contour fermé C est égal à l'incrément AQ arg f (z) de l’argu- 
ment de la fonction f (z), enregistré lors du parcours du contour C, divisé par 2n: 


1 f” (2) L : 
x. "f@. dz mn HET" Ac arg f (z).7 


De cette façon, la différence entre le nombre des zéros et le nombre des pôles 
de la fonction f (z) situés dans le domaine D sera 


N—Pp— 


27 Acarg f (2). 

Autrement dit, la différence N — P est égale au nombre des rotations 
effectuées dans le plan des w par le vecteur, sortant du point w = 0 et allant 
au point w = f (z), lorsque le point z décrit le contour C (le nombre des rotations 
est considéré positif si le vecteur tourne dans le sens antihoraire; dans le cas 
contraire, il est négatif). 

Un cas particulier est à signaler: si la fonction w= f (s) est analytique 
dans un domaine D et sur sa frontière C où elle ne s’annule pas, le résidu loga- 
rithmique de f (z) par rapport à C est donné par le nombre des zéros de f (2) 
dans D qui est égal à la variation de arg f (z), lors du parcours de C, divisée 
par Êx: 

1 ( f() ,_ 1 : 
Sn | Ta d2= 5x Acargf(z)=N. 


n 
Cela a lieu, par exemple, pour le polynôme Qn (z) — } TEA 
km( 


EXEMPLE 4. Trouver le nombre des racines disposées dans le demi-plan 
droit Re = > 0 qui vérifient l'équation 


Qs (2) mm 2 + A + 22 — 82 — 1 = 0, 


SOLUTION. En vertu du principe de l'argument, le nombre des zéros 
à l’intérieur du contour C sera 


1 
N=-— Ac arg Q:(:), 


où le contour C est constitué de la demi-circonférence CL: [z21=R,Rez>uU 
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et de son diamètre disposé sur l’axe imaginaire ; le rayon R est considéré telle- 
ment grand que tous les zéros du polynôme @, (x) qui se trouvent dans le demi- 
plan droit se situent à l’intérieur du demi-disque IzI<R, Rez>0.Ona 


1 
D'où 


ve Qt (s (+183) 


d: 2 8 4 \ 
=arg stars (A++) = 
1,2 8 1 
=5 arg :+arg (145455 —+) So 
L'incrément de l'argument de @, (z) lorsque la demi-circonférence CA est par- 
courue dans le sens positif sera 
2 8 1 
2 


dcr 88 Qu (= Sac ar8 sagas (1424 È—È 5), 


Passons dans chtte égalité à La limite pour R —+ co: 


lim AcLRarg Q@: (:)=5 lim Ac arg 2+ 


. 4. 2 8 1 
+ Jin Acrarg (1+<+5—2— +) . 


Les deux limites figurant au secona membre existent et sont respectivement 
égales à 
! a « 1.2 8 1 
pin denmes=r lu Acparg (ir) 0e 
De cette façon, 


lim Ace arg;Qs (2) =51. 
R — © 


Supposons maintenant que le point z se déplace suivant l'axe imaginaire 
de z—=;R jusqu'à z = —iR. Posons z = it, —R <t<R. Alors 
Qs (tt) = u (t) + iv (8) = A — 1 + & (85 — 215 — 81), 

d a 
u—tt—1, ; 
v—ts—213— 81. (D 
C'est l'équation panique de la ligne décrite par le point w = Q; (z) dans 
le plan (u, v) pendant que le point z parcourt l’axe imaginaire de haut en bas. 


Pour construire cette ligne, il faut trouver les points où elle coupe les axes de 
coordonnées Ou et Ov. En égalant u et v à zéro, on obtient respectivement 


#t—1—=0 ou t= +1, (2) 
15 —25 —8t—=0 ou t= +2,t=0. (3) 


Remarquons que les équations (2) et (3) n’ont pas de racines (réelles) communes; 


LS 


ce qui lait que le polynôme Q, (2) soit privé ke zéros sur l’axe imaginaire. Par 
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conséquent, on a le droit d'appliquer le principe de l’argument au contour en 
queen Disposons maintenant les racines des équations (2) et (3) en ordre 

écroissant, c’est-à-dire suivant le parcours du contour, et trouvons les valeurs 
correspondantes de uw et v: 


Ensuite, on a 
lim u—=<+o, lim v—=+o. 
t ++ oo Î —+ + oo 
Ces données permettent de construire la ligne qui nous intéresse (fig. 12). La 
figure 12 montre que le vecteur w = Q, (z) tournera d’un angle @ = 3x dans 
le sens négatif. Donc, 


Ac arg Qs (2) = 51 — 3x = 2x, 


Fig. 12 
d’où l'on trouve le nombre des zéros dans le demi-plan droit: 
271 
N =. 1 


EXEMPLE 5. Trouver le nombre des racines de l'équation 
Q;()mz —22—5—0 


dans le demi-plan droit. 
SOLUTION. Choisissons le contour € comme indiqué dans l’exemple 4. 


Alors 
AcR arg Q;: (2) =Acr arg (2°—2:—5)= 
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2 9 2 9 
= ÀcR arg ÉË (1-55) | —=74c, arg 3+ Ac arg (1—-5—+) — 


2 5 
=7a1+ Ac, arg (t—5—5) +77 pour À— 00. 


On pose 2:= it(—R<t<R). Alors 
Qi =u(t+iv(t)=—5+i(—t — 21), 


d'où 
u—= —5, 
v= —t(i*+2). 
Etant donné que u 0, on est en droit d'utiliser le principe de l’argument 
(Q: (z) ne possède pas de zéros sur l’axe 
imaginaire). Cette ligne est une droite 


(üg. 13). Le vecteur w = Q, (z) tourne 
ans le sens négatif de x radians. Cela 


signifie que 
Ac ar Q3(3) —— 7n—71—=67 
R — 0 
et 
N=-— ni 


Donc, notre es possède trois ra- 
cines dans le demi-plan droit. 


Déterminer !le nombre des ra- 
cines admises dans le demi-plan 
droit par les équations suivantes: 


425. À +28 + 3% +z+2—=0. 426. = — 22 — 5 = 
427. À — 47 + 5 = 0. 428. 22 — 2 — 75 + 5 = 0. 

429. $ + 52% — 5 = 0. 430. 2° — z + 1 = 0. 

THÉORÈME DE ROUCHÉ. Soient f (z) et @ (z) deux fonctions analytiques 


dans un domaine fermé D, borné par le contour C, et supposons qu'elles vérifient 
l'inégalité | f (2) | > | p (z) | en tous les points à l'intérieur du contour susmen- 
tionné. Dans ce cas, la somme de ces fonctions F (z) = f (:) +  (z) et La fonction 
f (z) possèdent le même nombre des zéros (compte tenu de leur multiplicité) dans 


le domaine D. 
EXEMPLE 6. Trouver le nombre des zéros de la fonction 


PF()=2—48+7z—1 


à l’intérieur du disque unité | z | << 1. 
SOLUTION. Mettons la fonction F G sous la forme d'une somme de deux 
fonctions f (z) et  (z) choisies, par exemple, comme suit : 


1() = —4%, p(z) = 2 + z — 1. 
Sur la circonférence | z | = 1, on aura alors 
IfHI=I1—-4#1=4 1pOl=IS +21 <|#]+|21+1—= 3 
Donc, l'inégalité | f (2) | << 1 @ (z) 1 est vérifiée sur la frontière de | z| = 1. 
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La fonction f (2) = —4z$ possède un zéro de multiplicité 5 à l’origine des coor- 
données. En vertu du théorème de Rouché, la fonction 


FD=f(G)+pb=2%—-4% +72 —1 


possède à l'intérieur du disque | z | << 1 cinq zéros. Remarquons que les fonctions 
f(z) et @(z) peuvent être choisies d’une autre façon, par exemple: 


f() = 2 — 4%, P (2) = 2° — 1. 
EXEMPLE 7. Déterminer le nombre des racines de l’équation 
zZS — 6: +10 = 0 


à l’intérieur du disque | z | << 1. 
SOLUTION. Posons, par exemple, f (z) = 10 et (2) = 25 — 6z. Sur la 
<irconférence |z|=1,0on a 


IfD1=10, 1p(D1=I1#—-61<1%# +61z1= 7. 


-On voit que l'inégalité | f o) [> | (2) | est vérifiée en tous les points de la 
circonférence | z | = 1. La fonction f (z) — 10 ne possède pas de zéros à l'inté- 
rieur du disque | z| << 1, ce qui signifie, en vertu du théorème de Rouché, 
-que la fonction z* — 6: + 10 n'en possède pas non plus. 


En utilisant le théorème de Rouché, trouver le nombre des 
cacines des équations suivantes dans les domaines indiqués: 


431. 24 — 375 — 1 = 0, 13 1< 2: 
432. + z+1—0. Iz1<+. 
433. = +z +1 —0, |z | << 2. 
434. z$ + 6z + 10 = 0, |z|< 1. 


435. 27211 — 18z + 10 —0, |z|<1. 
436. 8 —66—S+2—0, |z|<1. 


EXEMPLE 8. Combien de racines admet l'équation 
A—5:+1—=0 (à) 


dans la couronne 1 < | z] << 2? 

SOLUTION. Soit le nombre des racines de l'équation (4) dans la couron- 
ne 1<<]z|<2. Alors N = N, — N,, où N, est le nombre des racinrs de 
l'équation (4) dans le disque | z | << 1, V2 étant le nombre des racines de cette 
équation dans le disque | z | << 2 (N: > N). On voit sans difficulté que l'équa- 


tion (4) ne possède pas de racines sur la circonférence | z | — 1: en effet, si 
|z| = 1, alors |#—5 +1] > 3. 

Pour trouver N,, posons f (2) = —5z, p (z) = 2 + 1. Sur la circonférence 
Izi=1, on a |f(H1>1p(@l, car |f()1 = 1—521— 5, | p()1= 
=|t#+1|[<]|%A|+1—=2. La fonction f(z) — —5z possède un zéro 
-dans le disque | z| << 1 et, par conséquent, NW; = 1. 

Pour trouver W.. posons f (z) = z#, @ (z) = 1 — 5z. Sur la circonférence 
el one PGEANT AE Len tonus AGE | #1 = 24 = 16, 
Ip(DI=11—51<1+51z1= 11. La fonction f (z) = zt possède quatre 


œacines dans le disque | z| < 2, donc NW, = 4. 
Le nombre des racines que l'équation (4) admet dans la couronne 1 < 
<|z|<2 sera N=4—1—= 3. : | 
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Déterminer le nombre des racines des équations suivantes dans 
les couronnes indiquées : 


437. 424 — 292 + 25 —0, 2< |21] < 3. 
438. 1 — 5 + —2—=0, 1< ]z| < 2. 
439. = — 8: + 10 = 0, 1 << |2] << 3. 
EXEMPLE 9. Trouver le nombre des racines de l'équation 
z — ae = Ÿ, où 0O<a<e, 
dans le disque unité | z [| << 1. 


Lt Posons f (z) = 3? et @ (z) = —aet. Sur la circonférence | z| = 
= 1, on a 
1fD1=1#1=1, 
1p(DI=I—-at|=ale|= alex iv] = ax <ae<i 
en vertu des conditions —1 < z S 1 et 0 < a < e”L. 
Donc, |f(21>1@ (2) 1 si lz| = 1. La fonction f (z) = z° possède une 


racine de multiplicité 2 à l’origine des coordonnées dans le disque | z | < 1. 
Par conséquent, d’après le théorème de Rouché, l'équation initiale admet deux 
racines dans le De indiqué. 

REMARQUE. Considérons la fonction d’une variable réelle F (x) = 
= 21? — ae. Cette fonction est continue sur le segment —1 S z < 1. En outre, 


F(—-1=1—aæ1>0, car 0O<aæt<e-<1, 
F (0) = —a < 0, 
F()=1—æ>0, car a < el, 
De cette façon, aux extrémités des segments —1 < r <0 et 0 < x < 1, la 
fonction F (x) prend des valeurs de signes opposés. Il s'ensuit que dans le disque 


| z| << 1 l'équation donnée possède deux racines réelles qui diffèrent par leurs 
signes. 


Déterminer le nombre des racines des équations suivantes dans 
les domaines indiqués: 


440. e2—1 =: A <1), [z|<1. 


R 
&&i. e° — ac", où nr est un nombre naturel et | a | > Fr |z | < 


442. 7° — cosz =0, |[z|< 2. 
443. 3 — sinz=0, |z|< 1. 
444. = + chiz=0, |z|< 0,5. 
&&5. chz =: — 4z, |z|< 1. 446. 2° = 4, |z|< 1. 


EXEMPLE 10. Trouver le nombre des racines de l'équation 
ÀA—z—ez—=0, > 1, 


dans le demi-plan droit Re z > 0. 

SOLUTION. Considérons le contour constitué du segment [—iR, iR] et 
la demi-circonférence droite | z| = R. Posons f (2) = : — % et @(:) = e-:. 
Sur le segment [—iR. iR|, où z=iy, on a 
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If il=tiy-àl= VE+R> Vr=A> 1, 


Ip(dl=le"z = lei] = 1. 
et, par conséquent, |f(21>1@{dl. . 
Sur la demi-circonférence | 2] = À, où Re z= x > 0, on a, pour R suf- 


fisamment grand (R>œÀ+1), |f(21> 1 (2) 1], car 
IfDil=i:—-2l>lzl—1i=R—2>1, 
|p(dl=le-t|=le-x-iW)= l|e-xe-iv |= ex] FV]=ez<1 (2 > 0). 


D'après le théorème de Rouché, à l’intérieur du contour indiqué l'équation don- 
née possède, pour R aussi grand qu'on le veut, le même nombre des racines que 
l'équation f (z) = z — À = 0, c'est-à-dire une seule racine. Cela signifie que 
dans le demi-plan droit tout entier notre équation ne possède qu’une seule 
racine. 


447. Montrer que l'équation ze*-7 — 1, où À > 1, ne possède 
dans le disque unité | z | < 1 qu'une seule racine réelle et positive. 

448. Montrer que l'équation 1 + z + az" = 0, où n est un 
nombre naturel plus grand que l'unité, possède dans le disque | z | < 
< 2 au moins une racine quelle que soit la valeur de «. 

449. Soient f (z) et œ (z) deux fonctions analytiques dans un 
certain voisinage d’un point a, et soit C un disque de centre au point 
a et tel que le long de sa circonférence an ait 


l'af () 1 + 1Bp (2) 1<r. 


Montrer que l'équation F (z) = z — a — af (:) — ff (2) = 0 ne 
possède qu'une et une seule racine à l’intérieur du disque C 


$ 12. Représentations conformes 


I. NOTION DE REPRÉSENTATION CONFORME 


DÉFINITION. L'application du voisinage d’un point =, sur le voisinage 
d’un point w, réalisée par une fonction w = f (z) est appelée représentation 
(transformation) conforme si elle jouit au point z, de la propriété de conserva- 
ion + angles formés entre les lignes et de la permanence des dilatations 
(Hg. 14). 

Cela signifie que : 1) si les courbes Y, et y, sont respectivement transformées 
ar l'application w = f (:) en les courbes l', et l,, l’angle q que font entre elles 
es tangentes k, et k. aux courbes y, et y, au point z, sera égal à l’angle © formé 

par les tangentes correspondantes Æ, et À, aux courbes l', et F, au point w,, 
c'est-à-dire ®O = ®; 2) si l’on considère dans le plan de la variable complexe : 
un disque infiniment petit de centre au point :,. dans le plan des w on lui asso- 
ciera un disque infiniment petit centré en w,. C'est pour cela que l’on dit que 
la représentation conforme jouit de la propriété de conservation des angles et de 
similitude locale. 

Si en réalisant l'application w = f (:) on conserve non seulement la valeur 
des angles entre les orientations correspondantes mais également le sens de 
parcours, on a affaire à une représentation conforme de première espèce. 

Une représentation conforme qui ne conserve que la valeur absolue des 
angles, alors que le sens de parcours est inversé, est appelée représentation con- 
forme de deurième espèce. 

Le plus simple exemple d’une représentation conforme de première espèce 
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U, Z 


Fig. 44. 


est fourni par l'application w = z, alors que l'application w = z réalise une 
représentation conforme de deuxième espèce. 

Dans la suite, on se limitera à l'examen des représentations conformes de 
première espèce. 

Une application w = f (z) est appelée représentation conforme dans un 
domaine D si elle est conforme en chaque point de ce domaine. 

CRITÈRE DE CONFORMITÉ. Pour qu'une application w = f (z) soit 
une représentation conforme dans un domaine D, il faut et il suffit que la fonction 
w = ;(2) soit univalente *) et analytique dans ce domaine, de plus f (2) #0 
pour tous les 2€ D. 

Si la fonction f (z) n’est pas une fonction univalente, l'application qu’elle 
réalise ne sera pas biunivoque, donc il n’y aura pas de représentation coniorme. 
Par exemple, la fonction w = zt donnée dans la demi-couronne 1 < [21 < 2, 
0 < Arg z < x y est analytique et, en outre, partout dans cette demi-couronne 
la condition w’ = 47 0 est vérifiée. Toutefois, la fonction w = :* applique 
la demi-couronne donnée sur le domaine 1 < | w | < 16, 0 < Arg w < [An, 
c'est-à-dire sur un domaine qui recouvre deux fois la couronne correspondante 
dans le plan des w, ce qui constitue une violation de la correspondance biuni- 
voque. 

EXEMPLE 1. Indiquer les domaines D où les applications 


a) w = 2z, b) w = (z — 2)° 


sont des représentations conformes. 

a) Etant donné que la fonction f (2) = 2z est analytique et univalente 
dans tout le plan complexe des z et que sa dérivée f” (:) = 2 0, l'application 
indiquée est conforme dans le plan complexe tout entier. 

b) L'application w = (z — 2}? est partout une représentation conforme, 
sauf au point z = 2 où la dérivée f” (z) = 2 (z — 2) s'annule. 


450. Indiquer les domaines où les applications 
a)w=e"*; b)w—=z —A4z; c) w = —iz; 
d) w = sh (1 — z); e) &w = (z + 2i}° 

sont des représentations conformes. 


. *) La fonction w = f (z) est univalente dans le domaine D si en divers 
points de ce domaine elle prend des valeurs différentes. 
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II. THÉORÈMES GÉNÉRAUX 
DE LA THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS CONFORMES 


1. THÉORÈME DE RIEMANN. Il existe une fonction analytique w = f (2) 
qui réalise biunivoquement la représentation conforme d’un domaine simple- 
ment connexe D sur un autre domaine G si seulement aucun de ces domaines 
ne se confond avec le plan tout entier privé d'un point ou avec tout le plan 
élargi (fermé). 

Il y a une infinité de fonctions analytiques qui appliquent le domaine D 
sur le domaine G. Pour assurer l’unicité de la fonction w = f (z) qui réalise 
l'application, il faut que l’une des conditions ci-dessous soit vérifiée : 

a) un point donné z, du domaine D doit être transformé en un point donné 
w, du domaine G, alors qu’une ligne sortant de z, doit tourner d’un angle donné a 
(Wo = f (20), ATg f” (20) = à); ; - 

b) un point :, du domaine D et un point z, de la frontière y doivent venir 
respectivement sur un point w, du domaine G et sur un point w:, de la frontière 
T'iwo = f (20), w1 = f (u)); | 

c) trois points frontières z,, z+, z3 du domaine D doivent passer aux trois 
points frontières w1, w:, ws du domaine Gfuw, = f (z), we = f (22). w3 = 
= f (:3)), de plus, si, en parcourant la frontière y de z, à z, par z, le domaine D 
reste à gauche (à droite), le domaine G doit également se trouver à gauche (à droi- 
te) lorsque l’on parcourt la frontière l de w, à w, en passant par w.. 

Dans les cas b) et c), on suppose que la fonction f (:) est continue dans le 
domaine fermé D. 

2. PRINCIPE DE LA CORRESPONDANCE BIUNIVOQUE DES FRON- 
TIËÊRES. Soit D un domaine borné par un contour lisse ou lisse par morceaux +. 
Soit w = f (z) une fonction analytique dans D et sur le contour y qui applique 
ce dernier sur un certain contour l bornant un domaine G; de plus. lorsque le 
point = parcourt le contour y de façon que le domaine D reste à gauche, le point 
correspondant w décrit le contour l en laissant également à gauche le domai- 
ne G. Dans ces conditions, la fonction w = f (z) réalise une représentation 
biunivoque et conforme du domaine D sur le domaine G. 

3. PRINCIPE DE SYMÉTRIE. Soit D un domaine dont la frontière con- 
tient un certain segment rectiligne y (de longueur finie ou infinie) et supposons 
que ce domaine est appliqué par la fonction w = f (z) sur un domaine G‘de 


@) 
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façon que y soit transformé en le segment rectiligne T qui fait partie de la fron- 
tière du domaine G (fig. 15). Désignons respectivement par / et par L les droites 
sur lesquelles se trouvent les segments y et l. En vertu du principe de symétrie, 
on peut affirmer ce qui suit: si la fonction w = f (z) est analytique dans le- 
domaine D de même qu'en tous les points intérieurs du segment frontière ?, 
cette fonction sera également analytique dans le domaine D*° symétrique du 
domaine D par rapport à la droite ! et jouira en outre de la propriété qui fait 
que deux points quelconques z, et z, (l’un d'eux doit se trouver dans D) symétri- 
ques par rapport à { soient transformés en les points w, et w, symétriques par 
rapport à la droite L. 
EXEMPLE 2. Soit donnée ]. fonction 


w= 3z +1 
dans le domaine D borné par le contour y: 
x + y — 2z = 0. 


En quel domaine sera transformé le domaine D par l'application réalisée par 
la fonction indiquée ci-dessus? 

SOLUTION. Soient z=z—+iy, w = u +iv. Dans ce cas, la relation 
w= 3: +i s'écrira u+ iv= 3x + i (3y + 1) et u= 3x, v —=3y + 1. D'où 
z= u/3, y = (v — 1)/3. 

Le contour y est transformé en le contour l': 


(+) +(2) 2. 520 ou (u—3)?+{(v—1}2=9, 


c'est-à-dire en un cercle de rayon 3 centré au point M (3, 1). Le sens de parcours 
positif du contour y correspond au sens de parcours pou du contour F. Pour 
s'en convaincre, il suffit de donner les contours par leurs équations paramétri- 
ques : 


Y:z=1<+coso, y = Sin Q, 0<p<2r, 
T:u=3+3cos, v = 3 sin o + 1, 0<p<2nr 


Conformément au principe de la correspondance biunivoque des frontières, 
le domaine D sera transformé en le domaine G qui représente l’intérieur du 
disque borné par le contour T. 

Pour vérifier cette affirmation, on peut procéder comme suit: on prend 
un point quelconque z € D et l'on trouve son image par l’application w — 
= 3: + i. Par exemple, le point z = 1 devient le point w = 3 + i qui se 
trouve à l'intérieur du contour r. 

EXEMPLE 3. On donne les points z = 2 + 3iet =, = 3 + 2i symétriques 

EL 


ir 
ar rapport à la droite y — zx. Montrer que la fonction w — e “z transforme 
es points z, et z, en les points w, = 3 — 2iet w, — 2 — 3i qui sont symétriques 
par rapport à la droite y = —rx. 
1‘ 


1— 
2 z transforme 


SOLUTION. Il est aisé de vérifier que la fonction w — e 
PL 


eu 
la droite y = x en la droite y — —r. La fonction w = e “: est partout analy- 
tique. En vertu du principe de symétrie, les points z, = 3 + 2iet z, = 2 + 3i, 
qui sont symétriques par rapport à la droite y = x, seront transformés en les 
points w, = 3 — 2i et w, — 2 — 3i symétriques par rapport à la droite y = 
= TZ. 


C1 64 


EXEMPLE 4. Montrer que la fonction w — e" applique la bande ( << 
<Imz<h sur le demi-plan supérieur Im w > 0. 
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SOLUTION. Parcourons la frontière du domaine D de façon que ce dernier 
teste constamment à gauche. Etant donné que 


A(x+iy) x iay 
w=u+iv=e D mere. 
lorsque le point z décrit l'axe réel Oz de z = —0oo à z = + (pour y = 0), 
Ttx 


le point correspondant &w — e" parcourt le demi-axe réel positif Ou du plan 
des w depuis le point u = 0 jusqu’au point u = “+, v — 0. Quand le point 
z = zx + ih parcourt la frontière supérieure de la bande à partir du point +oo + 
+ ih jusqu'au point —oc —+- ih (cela correspond à une variation de x de + 
ax ax 
à —c), le point correspondant w = e"e— _e}* décrit le demi-axe réel 
négatif Ou du plan des w du point — au point 0. Etant donné que la fonction 
1x 


w —=e" est analytique dans le domaine D : 0 < Im:<h et sur sa frontière, 
elle réalise une représentation conforme de ce domaine sur le domaine G: Im w > 
> 0. 


451. Montrer que la demi-couronne 1 < |z21< 2,0 < Argz < 
< zx est appliquée par la fonction w = z° sur la couronne 1 < 
<iwI<4, 0 < Argw< 2x. 

452. Montrer que l'angle 0  Arg z< n/5, 0<|z|< + 0 
est appliqué par la fonction w = z° sur le demi-plan supérieur 
Im w >> 0 de façon que le point z = 0 soit transformé en Île point 
w = (. 

453. Montrer que la bande 1 < y << 1 + 2x est appliquée par 
la fonction w = & sur le plan des w tout entier doté d’une coupure 
le long du demi-axe Ou positif. 


III. REPRÉSENTATIONS CONFORMES RÉALISÉES 
PAR LA FONCTION LINÉAIRE w = az + b, 


PAR LA FONCTION w = : 
ET PAR LA FONCTION HOMOGRAPHIQUE w = — 


1. FONCTION LINÉAIRE. La fonction linéaire w = az + b, où a et b 
sont des nombres complexes constants (a -£ 0), réalise la représentation confor- 


me de tout le plan des = sur tout le plan des w, car, pour n'importe quelle valeur 
de: onau"—a#0. 


Signalons quelques cas particuliers: 


1) w=2z—+0b (1) 
réalise une translation : 
2) w = eZ, (2) 


où « est un nombre réel, réalise une rotation de l'angle & autour de l'origine 
des coordonnées; 


3) w = r2, (3) 
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où r est un nombre réel positif, réalise une homothétie de centre de similitude 
à l’origine des coordonnées et de rapport de similitude r. 
Dans le cas général, l’application linéaire 


w — az + b, où a = reit (4) 


est réalisée en effectuant successivement : 1) une rotation de l'angle # autour 
de l'origine des coordonnées ; 2) une homothétie de centre à l’origine des coor- 
données et de rapport r; 3) une translation à l’aide du vecteur correspondant 
au nombre complexe b. 

Remarquons que la transformation linéaire laisse à leurs places deux 


points: 2, = oo el ze = 2. Pour a = 1, on obtient =, — , ce qui signifie 


1 
que. dans ce cas, les deux points fixes se confondent. 

EXEMPLE 5. Montrer que l'application linéaire w = az + b est parfaitc- 
ment définie si deux points différents z, et =, sont respectivement transformés 
en deux points arbitrairement donnés mais distincts w, et w. 

SOLUTION. En effet, l'application w = az + b sera définie si l'on con - 
naît les valeurs des paramètres a et b. Montrons que nos conditions donnent la 
possibilité de trouver ces paramètres d’une façon univoque. Supposons que. 
pour = = :,. on obtient &w = w,, c'est-à-dire w, — az + b, et que, pour z = 22. 
ON à Lo — Aie + b. 

D'ici on tire 

em SO 


T2 —21 Z2 — 21 


U1Z9 — Wa 


(z1 Æ 22). 


Les relations ainsi oblenues définissent univoquement les paramètres a et b. 
EXEMPLE 6. Montrer que pes linéaire (4) peut être donnée en 
imposant les conditions suivantes: le point z;, est transformé en le point +; 


la valeur de la dérivée _ au point z, est égale à a. 


SOLUTION. Pour définir l'applica- 
tion (4), il faut donner les valeurs des 
paramètres a et b. En partant de la con- 
dition que le point :, passe au point uw, 
on obtient w, = az, + b. En retran- 
chant cette égalité de l'application (4). 
on trouve w — #, = a (2 — 2). Il est 


évident que _ — a pour toute valeur 


de z. Pour cette raison, en imposant 


: Q e du Q 
la valeur de la dérivée — au point 2, 
dz 


on arrive à définis le paramètre a. De cet- 
te façon, l'application linéaire w — wi = 
= a (:— :) est complètement définie 
(le paramètre b = w, — az). 

EXEMPLE 7. Trouver la fonction 
linéaire qui applique le triangle de 
sommets O0, 1, à situé dans le plan des z 
sur un triangle semblable de sommets 
1 + i. 0. 2 disposé dans le plan des w. 

SOLUTION. Première méthode. La 
figure 16 montre que le triangle ABC 
est transformé en un triangle semblable 
A1B1C1 à la suite des opérations ci-des- 
Sous : Fig. 16. 
8—-01485 
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1) rotation autour de l’origine des coordonnées d’un angle 2x, ce qui 
correspond à la transformation 


2) homothétie de centre à l'origine des coordonnées et de rapport 


V5 AB : 
r= V 2 (car AB — V2) : 


Wa = Van ; 
., qui fait passer le point C (0, 0) au point C1 (1, 1) (on obtient 
= i) : 
D — Wa + 1 + Le 
5 = 
4 FA x y 2 
2 


9 
Compte tenu du fait que e = 41 V2, on obtient finalement 


(eve, V2) etttin(t 9 A+. 


Deuxième méthode. Supposons que la fonction cherchée se présente sous 
la forme w = az + b, où a et b sont des constantes qui ne sont pas encore con- 
nues. D’après les conditions du problème, les points z, = 0 et z, — 1 doivent 
être respectivement transformés en les points w, = 1 + i et ws — 0. On obtient 
le système d'équations 


[ 1+i=b, 
| 0—=a+b, 
qui permet de trouver aet b:a— —1 — i, b = 1 + i, donc, 


w = (1+i) (1 — 2). 


454. Indiquer le sens géométrique (translation, dilatation, rota- 
tion) des transformations suivantes: 


a) w=z+3i; b)w=2+5, c)w—iz; d) w—et; 


1— 1: 

e) w—3z; D = —— 2. 

)w=3; Nuwv- 

455. Trouver la forme générale des fonctions linéaires qui réali- 
sent les transformations suivantes: 

a) transformation du demi-plan supérieur en lui-même; 

b) transformation du demi-plan supérieur en le demi-plan infé- 
rieur ; 

c) transformation du demi-plan supérieur en le demi-plan droit. 

456. Trouver les applications linéaires w — az + b qui ne font 
pas changer de place au point z, et qui transforment le point 2, 
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Fig. 17. Fig. 18. 


en le point w,: 
a)Z0=1—i, A =2+i, uw, = 4 — Ai; 
b)z0=—i, 2 —=1—2i, uw, = 2 — 3i; 
C)Z0=—1—i, 2 —=3—2i, uw, = ai. 
457. Trouver une fonction linéaire w = f (z) qui applique la 


bande comprise entre les droites x = a, x = a + h sur la hande 
0 < u << 1 située dans le plan des w. 


2. FONCTION 


1 
De (5) 

Les points M et M’ sont symétriques par rapport à une circonférence T' si: 

1) ils se trouvent sur la même demi-droite partant du centre de la circonfé- 
rence ; 
2) le produit de leurs distances au centre de la circonférence est égal au 
carré du rayon de la circonférence : 0OM-OM' = R? (fig. 17). 

REMARQUE. Les points de la circonférence T sont symétriques à eux- 
mêmes par rapport à la circonférence à laquelle ils appartiennent. 

Pour le centre 0 de la circonférence F, le point symétrique par rapport 
à cette circonférence se trouve à l'infini. 

Si le centre de la circonférence T se situe à l’origine des coordonnées et 
que l’un des points symétriques par rapport à cette circonférence représente 

2 


le nombre comlexe z, l’autre point correspond au nombre complexe . 
Z 


La transformation w — ; inclut deux réflexions symétriques: par rapport 


à la circonférence unité et par rapport à l’axe réel (fig. 18). Cette transformation 
est appelée inversion. 


La transformation w — ' est conforme dans tout le plan complexe élargi 


(fermé), de plus elle met en correspondance aux points z = 0 et z = © respecti- 
vement les points w = et w = 0. (On considère que l’angle que forment 


g* 
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entre elles les lignes au point à l'infini de l’un des plans (des z ou des w) est 
égal à l’angle formé par les images de ces lignes à l'origine des coordonnées de 


l’autre plan.) La transformation w = L fait transformer les circonférences (de 


même ee les droites) en circonférences ou en droites. Les points fixes sont: 
an = +i et z2 = —1. 
EXEMPLE 8. Trouver l’image de la circonférence | z | = 3 par l'appli- 


: 25 
cation & = —. 

SOLUTION. Première méthode. Soient : = x + iy, w = u + iv. Alors 
le rapport w = 2 peut s’écrire 


nie 2 ____ 257 ,  25y 
Tahiy mu apyi? 
d'où 
__  25x …. 29y 

Fay Tr +y ® 

L'équation de la circonférence | z| = 3 en coordonnées cartésiennes sera 
+y=s. (b) 
En éliminant x et y entre les équations (a) et (b), on obtient 


s+w= (5), 


si . 25 ; | 2: 
c'est-à-dire une circonférence de rayon R = 3 centrée sur l’origine des coor- 


données dans le plan des w. 
Deuxième méthode. Mettons z et w sous forme exponentielle: 


z— pe, L w= re, 


Alors, par l'application v=À., on obtient 


49 _ 29 
= a 


re ‘ 


9 
d'où +, O= —p, où p=3 et 0<P<2x. Donc, 
2 ,9 
— 3 e , 


C’est une circonférence de rayon r — 25/3 centrée sur l'origine des coordonnées 
qui est parcourue dans le sens horaire lorsque la circonférence primitive est 
parcourue dans le sens antihoraire. | 

Troisième méthode. De l'égalité w = 25/z on tire z = 25/w. En portant 
cette expression de = dans l’équation de la circonférence | z | = 3 et en utili- 
sant la propriété du module, on obtient 


29 


E|=3 ou ——— = , 
w lw| 


d’où | w | = 25/3. 11 s'ensuit que l'image de la circonférence | z | — 3 obtenue 
par l'application w — 25/z est la circonférence | &w | — 25/3. 
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458. Indiquer le domainesur lequel la fonction & = 1/z applique 
la demi-bande 


O<Rez<i, Im z > 0. 


459. Trouver les images des ensembles suivants par l’application 
w — Â/z: 


a) Argz=1/3: b) Iz1=1, —< Argz<; 
c)2ZLrz<L4,y—=0; dd —2<y<—1, x = 0; 
e)O<Rez<f. 

3. LA FONCTION HOMOGRAPHIQUE 


__az+b 
7 cz+d ? (6) 


où a, b, c, d sont des constantes complexes vérifiant la condition ad — bc + 0, 
réalise une représentation conforme et biunivoque du plan élargi des z sur le 
plan élargi des w. La transformation ainsi réalisée est dite homographique. 
Chaque transformation homographique peut être obtenue en utilisant successi- 


vement des transformations linéaires et une transformation du type w — : 


EXEMPLE 9. Trouver les conditions nécessaires à ce que la fonction homo- 
graphique (6) 
__ az+b 
7 cz+d 


applique le demi-plan supérieur Im z: > 0 sur le demi-plan supérieur Im w > 0. 

SOLUTION. Pour que l'application susmentionnée ait lieu, il faut que 
la frontière du domaine Im = > 0 (c'est l'axe Or parcouru de gauche à droite) 
soit transforméc en la frontière du domaine Im w > 0 (c'est l’axe Ou parcouru 
ain de gauche à droite). De cette façon, les valeurs de w devront être 
récliles pour n'importe quelles valeurs réelles de :. Cela n’est possible que si 
a, b, c, dont des valeurs réelles. D'autre part, à chaque valeur de 2 = x + ip 
où y > 0, il faut mettre cn correspondance une valeur de w = u + iv telle 
que v > 0. En portant : = r + iy dans la formule (6), on obtient 


(ax +b) (cz + d)+ acy° +: (ad— bc) y 


w=u-+#iv— 


(cz+ d)°+ y* (cz+d)+ y? 
d'où 
- (ad— bc) y 
NC TETE 


Etant donné qu'ici y > 0 et que le dénominateur est positif, 
positif il faut et il suffit que la condition ad — be >> 0 soit véri 
ment la condition cherchée. 


Jos que ) soit 
iée. C'est juste- 


PROPRIÉTÉS DE LA TRANSFORMATION 
HOMOGRAPHIQUE 
1. PROPRIÈTÉE CIRCULAIRE. La transformation homographique trans- 


forme toute circonférence en une circonférence (la droite est considérée comme 
étant une circonférence de rayon infini). 
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2 PROPRIÉTÉ DE CONSERVATION DES POINTS SYMÉÊTRIQUES. 
Deux points z, et z symétriques par rapport à une circonférence C sont trans- 
formés en les points w, et w, symétriques par rapport à la circonférence T sur 
laquelle est appliquée la circonférence C. 

COROLLAIRE. Si par une application homographique w = f (z) une droite 
ou une circonférence y est transformée en une circonférence T et si l'un des deux 
points symétriques par rapport à y est transformé en le centre de la circonférence 
T, alors l'autre point sera obligatoirement transformé en le point à l'infini. 

3. 11] n’y a qu’une seule fonction homographique qui transforme trois points 
donnés z;, +, zs du plan des z en trois points donnés w,, w,, w, du plan des w. 
Cette fonction est de la forme 

WÙ — D: : Wa — Wa — Z — 2! : 23 — 22 (7) 
W—W2 Wy—Wi Z— 12 23—2Z | 

EXEMPLE 10. Trouver la fonction homographique qui transforme les 
points 2 = À, 22 = i, :3 — —1 en les points w, = —1, w, = 0, w3 = 1. 
SOLUTION. En appliquant la formule (7), on a 


w +1 1—0  __2—1 —1—;i 
w—0 1—(—1)  2—i —1—1? 
d'où 
i— 2 
1+z° 


REMARQUE. Si l'un des points z, ou wx (k = 1, 2, 3) est le point à l'in- 
fini, il faut substituer dans la formule (7) l'unité à toutes les différences qui 
contiennent ce point. 

EXEMPLE 11. Trouver la fonction homographique qui transforme le 
point z, en le point w, = 0, et le point z, en le point wa = co. 

SOLUTION. Considérons un point arbitraire z, distinct des points z, et ze 
et supposons qu'il soit transformé en le point w, autre que les points w, et w.. 
Dans ce cas, d’après la formule (7) et compte tenu de la remarque ci-dessus 
on a 


wD = i 


w—0. 1 Z— 21 , Z3—2e 
1 Wy—0O Z—22 23—2 ? 

d'où 

w = K | , 

Z2— 23 

où 

K== + U3) (8) 

2377" 


ce qui signifie que X est un nombre complexe arbitraire, X : 0. 

EXEMPLE 12. Appliquer le demi-plan supérieur Im z > 0 sur le disque 
Dr : es 1 de façon qu’un point z, (Im =, > 0) soit transformé en le centre 
w = u disque. 

SOLUTION. Etant donné que le point z, est transformé par la fonction 
homographique cherchée w = w (z) en le centre du disque, c’est-à-dire w (2) = 
= 0, son point conjugué z, doit être transformé en le point w = (en vertu 
de pl a de conservation des points symétriques). D'après la formule (8), 
on obtient 
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où À est un facteur constant. Pour tout K, cette fonction applique le demi-plan 
supérieur sur un certain disque de centre au point w — 0. Choisissons Æ de 
façon que le disque soit le disque unité. Pour ce faire, il suffit que le point 
z = 0 (c'est un point frontière du domaine Im z > 0) soit transformé en un 
point du cercle unité | & | = 1. Alors 


, d'où |KI=1, et K—=eit, 


où « est un nombre réel quelconque. Donc, 


w=eir 0, (9) 
Z— 20 


REMARQUE. Trouvons la dérivée w’ au point :, = a + ib (b > 0): 


(5) 
(20) = Co o #( ns ER en 7, 
ww (20) = — 9p u w 2) = 57 € -€ = 5h : 

De cette façon, Arg w’ (2) = « — 11/2, et, suivant le sens géométrique de 
la dérivée, l'application (9) entraîne la rotation des courbes au point =, d'un 
angle égal à «& — 1/2. 

D'après le théorème de Riemann, il n'y a qu'une seule application w= w(z) 
du demi-plan Im = > 0 sur le disque | w | < 1 qui puisse satisfaire aux condi- 
tions w (2) — 0, Arg w’ (2) = & — 11/2. Il s'ensuit que toute application 
homographique du demi-plan Im z > 0 sur le disque | w | << 1 est de la for- 


9). 
EXEMPLE 13. Appliquer le disque unité | z| << 1 sur le disque unité 


[w|<i. 

SOLUTION. Supposons que l'application homographique cherchée w = 
= w (z) transforme un point z, situé à l’intérieur du disque | z | << 1 en le 
centre du disque | w | << 1 de façon que w (z,) = 0. Dans ce cas, le point z# — 
= {/z, symétrique par rapport au cercle unité | z | = 1 sera transformé en le 
point à l'infini, c'est-à-dire w (z#) = . Alors, on obtient d’après la formule (8), 


2—Z 
1 


= 


w=k ou w=k,——— 
1— 722, 


20 
où K, — —Kz, est un certain nombre complexe constant. 


Choisissons la constante K, de façon que le disque disposé dans le plan des 
w'soit le disque unité. Pour cela, il suffit que le point z = 1 soit transformé en 


un point situé sur le cercle unité | w | = 1. Il vient alors 
: 1 —z 
i=iw = kil 70 
1— 29 |” 
d'où | A1 = 1, car |1 — 2, | = | 1 — 3; |. Par conséquent, X, = e {%, où « 
est un nombre réel quelconque. 
Donc, 
= ea 7 T0 | (10) 
1—22 


où | z | << 1, & étant un nombre réel quelconque. 
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REMARQUE. Etant donné que 


ia i& 


e € 


D" (2) =—— , alors D (20) = — 

(2) 1 — 22 (20) 1— 12 [? 9 
c'est-à-dire Arg w’ (2) = &. Cela signifie que l'application (10) entraine la 
rotation des courbes au point z, d’un angle égal à «. 

D’après le théorème de Riemann. il n’y a qu'une seule application w = 
= w (:) du disque unité | z | << 1 sur le disque unité | w | << 1 qui vérifie les 
conditions w (29) — 0, Arg w” (20) = «&. 

Il s'ensuit que toute application homographique du disque unité | z| <1 
sur le disque unité | w | << 1 est de la forme (10). 

EXEMPLE 14. Trouver la fonction w — f (z) qui réalise la représentation 
conforme du disque unité sur lui-même et telle que 


(en ser (Se) 


SOLUTION. D'après la formule 


ww —=e = 
1—:2 


(« est un nombre réel quelconque), on obtient l'application du disque unité 


| z | << 1 sur le disque unité | w | << 1 de façon que le point z, = — soit 


transformé en le centre w = 0. On a 

i—1 

22+1—i 
2+2(4+i) 


W=f(=e ———— où  f()=e"t 
145. RE 
Etant donné que 
2 


2+(41+0 27% 


En vertu de la condition Arg f’ ( = } = —. on obtient Arg (26%) — 


RO Ts 


il vient Î" (20) =f" 1 ] 2e" : 


= 71/2, d'où æ—x/2, et, par conséquent, 


Li tit __1+(2:+1)i 
Gi GEss Os GT 


460. Déterminer la transformation homographique qui trans- 
forme l’axe réel en le cercle unité. 

Trouver les images des domaines suivants par les applications 
homographiques indiquées: 


461. Couronne 1<]2z|<<2 par w=- — , 
462. Extérieur du disque [z|>1 par w— IT. 


: z—1 
463. Disque ]2|<<1 par DT. 
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464. Déterminer l’image de l’intérieur du disque | z | << 1 par 
l'application homographique qui transforme les points :, — 1 
Z2 = Ë, Z3 = © respectivement en les points w, = ÔÜ, uw, — , 
Wa — 1: 

465. Trouver les points symétriques du point 5: — 1 + i par 
rapport aux lignes suivantes: 

a)z=0; b)|z|=V2; c)|z—1—i]—2. 

466. Trouver la forme générale de la fonction homographique 
qui applique: 

a) le demi-plan supérieur sur le demi-plan inférieur ; 

b) le demi-plan supérieur sur le demi-plan droit. 

467. Trouver l'application du demi-plan supérieur sur lui-même 
Si : 

w (0) = 1, w (1) = 2, w (2) = 


468. Trouver l'application du demi-plan supérieur Im : > 0 
sur le disque unité | w | << 1 réalisée de façon que: 

a) w(i) — 0, Arg w"(i) = —x/2; 

b) w (2i) = 0, Arg w' (2i) = 0. 

469. Trouver la fonction w = f (z) qui applique le demi-plan 


supérieur sur le disque unité de façon que les points z, = —1.:, — 
= 0, Z3 = 1 soient transformés respectivement en les points w, = 1, 
Wa = i, W3 = —1 de la circonférence de ce dernier. 
470. Trouver la fonction w = f (z) qui applique le disque E : L < 
< 1 sur le demi-plan inférieur de façon que les Bons ; —i 


soient transformés respectivement en Îles points 1, 0. 

471. Trouver la fonction homographique qui lues “ disque 
|z | << 1 sur le demi-plan Im z > 0 de façon que les points —1, 1, à 
soient transformés respectivement en Îles points o, 0, 1. 

472. Trouver la représentation conforme du disque [z2|[<5 
sur le disque | w | << 1 réalisée de façon que les points —5, 4 + 3i, 
o soient transformés respectivement en les points —1, à, 1. 

473. Trouver la fonction w = f (z) qui réalise la représentation 
conforme du disque unité sur lui-même de façon que: 


0 1 (f)-0 Arr (3)=: 
b) f(0)=0,  Argf'(0)=—+. 


474. Trouver la fonction homographique qui applique le disque 
|z— 2 | << 3 sur le disque |w |<< 1 de façon que les points 
—1, 5, iV5 soient transformés respectivement en les points 1, 
l, —1. 

&75. Trouver le domaine du plan des w sur lequel la fonction 


rm applique le demi-disque supérieur | z | << 1, Im z > 0. 


Re TE 
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476. Trouver l’image du domaineD: 1<1|z1<2,0 < Argz< 


<a/4 par l'application w — L + 1. 


1V. REPRÉSENTATIONS CONFORMES RÉALISÉES 
PAR LES PRINCIPALES FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES 


1. FONCTION PUISSANCE 
w = 21 (11) 


où n > 2 est un nombre entier positif. 

L'application réalisée par la fonction puissance est conforme dans tout 
le plan, sauf au point z = 0: pour =: 0,onaw’ = nz-l; pour z = 0, w’ = 0. 
Lorsque : = 0, la conformité est enfreinte, car, en effectuant l'application 
à l’aide de la fonction (11). on obtient des angles n fois plus grands. L’angle 
O << q << 2x/n est appliqué par la fonction (11) d’une façon biunivoque sur 
tout le plan des z muni d’une coupure le long de la partie positive de l'axe réel, 
de plus, les bords supérieur et inferieur de cette coupure correspondent respecti- 


9 
vement aux demi-droites ® = 0 et @ = =. La même application sera obtenue 


pour chacun des angles déterminés dans le plan des z par les demi-droites q = 
en (* est un nombre entier), de plus, lors de l'application de l’angle 


n 

— 9 
2€ à EL <p< 2 (k = 1, 2, ..., n) sur le plan muni d’une coupure 
les bords supérieur et inférieur de celle-ci correspondent respectivement aux 
24&—1)n 2k7 
PT nr e P = ——, 


demi-droites ® — t 


EXEMPLE 15. Appliquer le secteur 0 << Arg 2<E sur le disque unité 


i— 

|w|<1 de façon que les points z = e $ et z, — 0 soient respectivement 
transformés en le centre w, = 0 et en le point w; = 1. 

SOLUTION. Appliquons à l’aide de la fonction t = zt le secteur 0 < 
< Arg z < 4 (fig. 19, a) sur le demi-plan supérieur Im t > 0 (fig. 19, b). 

TI 

Le point z —e$ sera transformé en le point t, = z! = {, alors que le point 
ze —= 0 deviendra le point ts = 0. 

Ensuite, appliquons le demi-plan Im t > 0 sur le disque | w | < 1 de 
façon Us le point {, = i soit transformé en le centre de ce disque (fig. 19, c). 
En utilisant la formule (9), on obtient 


_ APT 
Or e TE 
L'exigence, en vertu de laquelle le point t, = 0 doit être transformé en le point 
wa = 1, donne ei? = —41. En portant les valeurs e® = —1 et t — 2 dans 
l'expression de w, on obtient finalement 
zt—i 
RTE 


EXEMPLE 16. Trouver la fonction qui applique le demi-disque supérieur 
121 <<1, Imz> 0 sur le demi-plan supérieur Im w > 0. 
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Fig. 20. 
SOLUTION. Le domaine donné représente un 2-angle de sommets aux 
points z = —1 et za — 1 et d'angle au sommet a = 1/2 (fig. 20, a). 
1+2 


La fonction auxiliaire { = réalise la représentation conforme de ce 


—2 
2-angle sur le I quadrant du plan des t (fig. 20, b). La fonction w = t® ou 
w = (5) assure l'obtention de l'application cherchée (fig. 20, c). 


2. LA RACINE. La fonction w = Ÿz, qui est la réciproque de la fonction 


puissance z — w", est n-forme, c'est-à-dire qu'à chaque valeur de z — pe? 
(: Æ 0 et z ) il correspond n valeurs de w données par la formule 


WR =Y p { cos PIE + ; sin Ie } . k=0,1,..., n—1. 


Chacune des fonctions w, représente une branche de la fonction multiforme 


2. y z. Le point z = 0 est le point de branchement (de ramification) de cette 
onction. 

Dans le plan élargi des z muni de n’importe quelle coupure allant de z = 0 
à z = oo (en particulier, la coupure peut être pratiquée suivant la partie posi- 
tive de l’axe réel). on peut séparer n branches uniformes de w,. Ces branches 
appliquent d'une façon univalente le plan élargi muni d’une coupure le long 
de la partie positive de l'axe réel sur les secteurs 


JOEDE cargo < (k=1, 2, ,n) 
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EXEMPLE 17. Appliquer le demi-plan supérieur 1m z > 0 muni d’une 
coupure suivant le segment compris entre les points z, = 0 et z, = ai (a > 0) 
sur le demi-plan supérieur Im w > 0 (éliminer la coupure). 

SOLUTION. 1) Doublons les angles à l'origine des coordonnées à l’aide 
de l’application t = =°. Dans ce cas, le segment z,:, sera transformé en le seg- 
ment f;f. du plan élargi des ! allant du point t, — 0 au point !, — —a*, alors 
que la demi-droite Arg z = x (demi-axe réel negatif) deviendra la demi-droite 
Arg w — 271. De cette façon. le domaine de départ est appliqué sur le plan 
élargi des t doté d’une coupure allant du point ?, = —a° au point t = +. 

2) Amenons l’origine de la coupure à l’origine des Coordonnées à l’aide 
de la fonction linéaire + = t + a°. De cette façon. le plan élargi des + présente 
une coupure depuis le point t = 0 jusqu’au point tT = +00. 

3) Appliquons le plan des + muni de la coupure susmentionnée sur le demi- 

lan Im w > 0 par l'intermédiaire de la fonction w — y/* (plus précisément, 
a l’aide de la branche de cette fonction qui prend des valeurs positives sur la 
borne supérieure de la coupure). Donc, 


w = VT—- V' t+at = y 22 +a*. 


Trouver les fonctions du type w = ÿ z qui appliquent les do- 
maines suivants sur le demi-plan supérieur: 

477. Le plan muni d'une coupure suivant le segment [—1, {|. 

478. La bande 0 << x << 1 munie d’une coupure le long de la 
demi-droite x — 1/2, a<y<œ (a > 0). 

419. Le plan muni des coupures suivant les demi-droites y = Ü, 
—o<r<La et y=0, bLIz< +o (a << b). 


3. FONCTION EXPONENTIELLE. L'application réalisée par la fonction 
exponentielle 


w = e? 


est conforme dans tout le plan, car w” = eZ - 0 en tout point à distance finie 
du plan des 2. 


Si l’on décompose le plan des z en bandes 
2kn <y<2(k+i)n (k = 0, +1, +2, . ), 


alors chacune de ces bandes sera appliquée par la fonction w = eZ d'une façon 
AN Le sur tout le plan des w muni d’une coupure le long de la partie posi- 
tive de l'axe réel. De plus, on considère qu’à la frontière inférieure y = 2kn 
et à la frontière supérieure y = 2 (k + 1) x de la bande sppeiquee il correspond 
respectivement le bord supérieur et le kord inférieur de la coupure. D'autre 
part, les points z, = x, + iyo et 28 = 20 + Ë (Wo + 2kn) (k = +1, +2, . . 
sont transformés en le même point du plan des w. Cela signifie que la fonction 
exponentielle est une fonction périodique de valence infinie de la variable 
complexe = et de période imaginaire 2xi. Le domaine où cette fonction est 
univalente est représenté par toute bande y, < y << y9 + 2x appliquée sur 
le D'Apncs 1 el entier muni d’une coupure le long de la demi-droite Arg w, = 
= yo (fig. \ 

ee à remarquer que la fonction exponentielle w = e ne s’annule pour 
aucune valeur de z. 

EXEMPLE 18. Quelle transformation subira la demi-bande 


0<Imz<2x, Rez<0 
à l’aide de la fonction w = e’? 
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Fig. 21. 


SOLUTION. Posons z = x + iy, w = e? = e%-eil— pe'Ÿ. Alors 
p = ex, P = y, où —00 Lr<0, 0<y<Inx, 


et0 <p<1,0 < p < 2x. Il est évident que les points w = pe qui vérifient 
ces conditions remplissent le disque | & | < 1 doté d'une coupure suivant 
le segment de droite qui relie les points w = 0 et w = 1. En effet, parcourons 
le contour y du domaine D dans le sens positif et dans l’ordre suivant : le tronçon 
I (—o << zx < 0, y = 0), ensuite, le tronçon IT (r — 0, 0 << y < 2n) et, 
finalement, le tronçon Z1I (y = 2x, tandis que x varie de O0 à —c). Il est évi- 
dent qu’à ces tronçons on met respectivement en correspondance dans Île plan 
des w les tronçons 1”, ZI”, III”, où le tronçon J” se confond avec le bord supé- 
rieur de la coupure, alors que le tronçon /171’ coïncide avec le bord inférieur 
de celle-ci (fig. 22). 


4. LA FONCTION LOGARITHMIQUE 
w = Lnz 


est la fonction Re ae de la fonction exponentielle. Pour fixer les idées, 
nous allons considérer la détermination principale du logarithme de :, c’est- 
à-dire la valeur qui correspond à la détermination principale de l'argument 


Inz=ln|zl+iArgz, —1n< Argz<n. 
Cette fonction est analytique en tous les points à distance finie z 0 et w’ = 


= : Æ 0. Cela signifie que l'application réalisée par la fonction w = In z 


est conforme en tous les points mentionnés ci-dessus. Remarquons que les 
points z = 0 et z — sont des points de branchement de la fonction w = 
= Ln z de plus Ln 0 = et Ln oo = . 

Si le point z = 0 est contourné (dans le même sens) un nombre fini de fois, 
on ne revient jamais à la branche initiale de la fonction Ln z. Les points de ce 
type sont appelés points logarithmiques. 

EXEMPLE 19. Trouver la fonction qu applique le plan des z muni d'une 
coupure le long de la partie négative de l’axe réel de z = O0 à z = —o sur la 
bande —x << v << x dans le plan des w. 

SOLUTION. Lors de l'étude de la fonction exponentielle w = e (cf. ci- 
avant), il a été indiqué que toute bande y, < y << y, + 21 est appliquée par 
cette fonction sur le plan des w tout entier muni d’une coupure vaut le demi- 
droite Arg Do = Vo: 

Examinons maintenant l'application réciproque, c'est-à-dire l'application 
de la bande v, < v << v, + 2x (vo = —1) du plan des w sur le plan des z tout 
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Fig. 23. 


entier muni d’une coupure le long de la demi-droite 29 = Lo = A (fig. 23). 
Il est évident qu'une telle application est obtenue à l'aide de la fonction z = 
— ew; il s'ensuit que 2 Le NA cherchée sera w = In z = In | z | + i Arg z. 
Quand le point z parcourt la borne inférieure Z de la coupure du point z = — 
jusqu’au point z — 0, le point correspondant décrit dans le plan des w la ligne 
Il de_u = +o à u = —o (v = +): Ensuite, lorsque le point z parcourt la 
borne supérieure ZJ7 de la coupure de z = 0 à z — —, le point correspondant 
décrit dans le plan des w la ligne ZI’ de u = —o à u = + (v = x) de façon 
que le domaine D et le domaine G qui lui correspond restent constamment 
à droite pendant le parcours. 


5. FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES 


w = sin z. w = COS Z. 
Pour tout z complexe, 
s eiz PSE e”iz eiz + e=iz 
sin 2 = y COS 2= — 


21 2 

EXEMPLE 20. Trouver l'application de la demi-bande 0 <r<x,y > 
(fig. 24) réalisée à l’aide de la fonction cos z. 

SOLUTION. On a cos z = cos (z + iy) = cos z ch y — i sin x sh y. Si le 
point z parcourt le tronçon Z de la frontière depuis y = + jusqu'à y = 0 
(pour z — 0), alors le point correspondant décrit dans le plan des w le tronçon J’ 
de u = +o à u = 1 (pour v = 0). Quand le point z: parcourt le tronçon 17 
dez=0àz— 1x (pour y = 0), alors w = cos x décrit le tronçon Z1’ deu =1 
à u — —1{ (pour v = 0). Enfin, lorsque le point z parcourt le tronçon [ZI de 
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Fig. 24. 
y = 0 à y = +oœ (pour z = x), alors w — —ch y décrit le tronçon Z11’ de 
= —1 à u — —o (pour v — 0). Donc, si le point = décrit la frontière de la 


demi-bande 0 << x << x, y > 0 de façon que celle-ci reste constamment à gau- 
che, le point w parcourt tout l’axe réel de droite à gauche et, en vertu du princi- 
pe de la correspondance biunivoque des frontières, il s'ensuit que la fonction 
w = cos z applique la demi-bande considérée sur le demi-plan inférieur des w. 

On montre d’une façon analogue que la demi-bande 0<z<1x, y <0 
est appliquée par la fonction w = cos z sur le demi-plan supérieur des w. 

Au coté z = x, y << 0 de la demi-bande il correspond le segment —oœ < 
< u < —1 de l’axe réel du plan des w; au côté 0 <r < 1, y = 0 de est par- 
couru de x vers 0), le segment —1 << u << 1; au côté x = 0, y < 0, le segment 
1 <'u << +oo. Le segment —00o << u << —1 de l’axe réel du plan des w est 
parcouru deux fois, car c'est sur lui que sont appliqués le côté r = 7, y > 0 
de la première demi-bande et le côté z = 11, y << Ô de la deuxième demi-bande. 
Pour que l'application w = cos z soit biunivoque, il faut pratiquer une coupure 
dans le plan des w le long de l’axe réel de —c à —1 (de même que de 1 à +0). 

De cette façon, on voit que la fonction w = cos z applique la bande 0 < 
< z < n sur tout le plan des w muni des coupures le long de l'axe réel allant de 
—o à —1 et de 4 à +co. 


6. LA FONCTION DE JOUKOVSKI 
1 1 


est analytique dans tout le plan, sauf au point z = 0, où elle possède un pôle 
d'ordre 1 


La dérivée de la fonction de Joukovskiw”’ — 5 _ +) z Opour : -Æ +1, 
ce qui signifie que l’application qu'elle réalise est partout conforme à l’excep- 
tion des points z = +1. La fonction w — ; (: + :) réalise une représentation 


conforme du domaine | z | << 1 sur tout le plan des w présentant une coupure 
le long du segment [—1, 1] de l’axe réel. La frontière du domaine (la circon- 
férence | z | — 1) est appliquée sur ce segment de façon que la demi-circonfé- 
rence supérieure s'applique sur la borne inférieure de la coupure, tandis que 
la demi-circonférence inférieure vient sur la borne supérieure. 

D'une façon analogue, le domaine | : | > 1 s'applique sur le deuxième 
exemplaire du plan des w présentant une coupure suivant le segment [—1, 1] 
de l'axe réel, de plus, la demi-circonférence supérieure | z| = 1, Im:z>0 
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Fig. 25. 


est appliquée sur la borne supérieure, alors que la demi-circonférence inférieure 
|z1 = 1, Imz<o l’est sur la borne inférieure de la coupure (fig. 25). 

Toute circonférence de rayon À 1 est transformée par la fonction (12) 
en une ellipse de demi-axes 


1 1 1 
az (r++), De 
et de foyers aux points (—1, 0) et (1, 0). Les demi-droites Arg z — œ (excepté 


1 
p=0, +; 


4 
R—— | 


» 3) sont appliquées sur les branches correspondantes de l’hyperbole 
a - 
cos®p sin?® 

a 

22 

segments de l’axe réel ou de celui imaginaire et parcourus deux fois et allant 

jusqu'à l'infini. 
EXEMPLE 21. Trouver l’image du domaine 
0O<]:|<1, 0 < Arg:<E 


à l’aide de la fonction de Joukovski. 
SOLUTION. Portons z = rei® dans la fonction de Joukovski 


et ( 44 
et, en séparant les parties réelle et imaginaire, on obtient 


1 1 
ur (r+5) cs Ps 


les demi-droites Arg z = 0, Arg: = + Arg z = x sont appliquées sur les 


r 


= _1 Si 
— D) r in Pe 


En parcourant le contour du secteur dans le sens positif O0ABO (fig. 26), on 
aboutit aux résultats suivants: le segment OA est transformé en un segment 


8 12] REPRÉSENTATIONS CONFORMES 129 


A 
2 NW : l 


0 F] DZ À 2 | 
DL 7 
ne, £ 


Fig. 27. 


allant jusqu'à l'infini de l’axe réel parcouru de u = +oo à u = 1 (fig. 27); 
l'arc AB de la circonférence | z | — 1 est transformé en le segment 4’B° de 
l'axe réel ; le segment BO vient sur la courbe 


VE (et), eV (1) 


ou u? — ni = ; (c'est une hyperbole). 


En conformité avec le principe de correspondance biunivoque des fron- 
tières, on trouve que le secteur donné est transformé par la fonction de Joukovski 
en le domaine 

72 
L : v < 0. 


u3—v? LT u > 


EXEMPLE 22. Appliquer sur le demi-plan supérieur le disque unité muni 
d’une coupure orientée suivant l’axe réel et sortant du centre. 


9—-01485 
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Fig. 29. 


SOLUTION. 1) A l’aide de la fonction w, = V2, appliquons le disque 
unité sur le demi-disque supérieur. Dans ce cas, la borne supérieure de la coupu- 
re OA, c'est-à-dire le segment [ —1, 0], reste sur place, alors que la borne infé- 
rieure OA” est transformée en le segment [—1, 0] dans le plan W.. 

2) A l’aide de la fonction 


wi +1 
Fa Wy—1 > 
appliquons la demi-circonférence obtenue comme indiqué au n° 1) ci-dessus 
sur le I°r quadrant du plan W,. Dans ce cas, le point w, = 1 se transforme en le 
point we — , alors que le point w, — —1 devient le point w, = 0. 

3) Finalement, appliquons à l’aide de la fonction w = w3 le 1° quadrant 
sur le demi-plan supérieur. 

En fin de compte, on obtient 


EXEMPLE 23. Trouver la fonction qui applique le domaine compris 
entre deux circonférences concourantes en les points réels z = a et z = b 
(a < b) sous l’angle xà, 0 << À < 1 (fig. 28) sur le demi-plan supérieur Im w > 0 
de façon que le point z — a soit transformé en le point w — 0, alors que le 
point z — b vienne sur le point w = . 

SOLUTION. 1) Transformons la lunule ab en un angle de dimension Àx, 
0 < À < 1 de façon que les points z = a et z — b soient respectivement trans- 
formés en les points w = 0 et w — . Cette opération est effectuée à l’aide 
de la fonction w, = . = (fig. 29). 

2) La transformation ws = wie!® fait tourner l'angle V; d'ouverture Àx 
dans le sens antihoraire de l'angle &. Ainsi, obtient-on dans le plan W, l'angle 
V, qui présente la même ouverture que l’angle V, (fig. 30). 

3) La transformation w = w/} transforme l'angle V, en un demi-plan. 
De cette façon, la transformation cherchée est de la forme 


z—a \1/à 
le 


b—72 


où c est une certaine constante complexe choisie de telle sorte que l'application 
soit réalisée sur le demi-plan supérieur. 

EXEMPLE 24. Trouver la fonction qui réalise la représentation conforme 
du domaine D: |2|[<2, |: — 1|> 1 (fig. 31) sur le demi-plan supérieur. 


ee ( 
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Fig. 30. 
SOLUTION. 1) La fonction 


CNT (13) 


{ 
applique le domaine donné sur la bande Il, : { O<u<-—,— 00 <v <+} : 
En effet, en posant z—2"%, on obtient 
2e? eiv 
2eiP—2 eiP—1 
Après avoir séparé les parties réelle et imaginaire, il vient 


w—=u+iv— (O0 < p< 2x). 


P 
COS — 
Es : ’ Pers — e 
2sin + 
De cette façon, la circonférence | z | = 2 est transformée par la fonction w, = 
— —<— en la droite 
z—2 
n cos + 
uU—=— , V—— : 
2 2 sin + 
qui est parcourue de bas en haut (fig. 32). En particulier, les points z, = 21, 
Z = —2etzs = —2i seront transformés respectivement en les points w = + 
w = 5 et w = LL. La même fonction transforme la circonférence | z — 1 | = 


= { en la droite u = 0, —00 << v << +00. En effet, si l’on porte z = 1 + ei9 
dans (13), on obtient 


NE: cn 
wWi=u+iv=——_— = —i ———— , d'où u, =0, Di= — 
i® __1 .. . P ? 
< sin sin 
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Fig. 32. Fig. 33. 


où œ varie de 2x à 0. Cela signifie que si le point z parcourt la circonférence y:, 
le point correspondant w, décrit la droite F, (l’axe v, dans le plan W:) de haut 


z—2 


est transformé en le point intérieur w, = 3 de la bande I, (fig. 32). Il s'ensuit 


en bas. Par l’application w, = le point intérieur : — —1 du domaine D 


z 
z—2 
2) La fonction ws = 2xiw, transforme la bande verticale 


que la fonction w, — réalise l’application du domaine D sur la bande I. 


Mifo<u<+, —e <vi<+e } 


en la bande horizontale 
Ts: {— 00 << ua << +oo, 0 Lis <n} (Fig. 33). 


3) La fonction w = e‘”° transforme la bande II, en le demi-plan supérieur W 
Finalement, on obtient 


die 27ni— 5 
we" e "le : 


480. Trouver la fonction qui applique le disque unité sur le 
plan muni d'une coupure suivant le demi-axe réel positif. 

481. Trouver la fonction qui applique l’angle que font entre 
elles les demi-droites 


— Zo + eiPat, Z = Z9 + eiPat, 


où t > 0, O0 < p, <y:, sur le demi-plan supérieur. 
482. Trouver la fonction qui applique la bande horizontale 
{0 < z << + ©, 0 < y L x} sur le demi-disque supérieur | z | < 
1 


483. Appliquer sur le demi-plan supérieur la demi-bande 
{0<r<+o,)N<Ly<a}. 

484. Sur quoi la fonction w = In z applique-t-elle la demi- 
couronne fr <p <R,0 < q < nr} disposée dans le plan des z? 
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485. Trouver la fonction qui applique le domaine x1/2 << Arg z << 
< x sur le domaine 0 << Arg w << 11/4. 

486. Appliquer le plan muni de la coupure rectiligne 0 < a < 
< rz< b suivant l'axe réel sur le demi-plan supérieur des w. 

487. Appliquer le plan des z muni des coupures rectilignes 
(—o, b), (a, +), où a et b sont des nombres réels (b << a), sur 
le demi-plan Îm w > 0. 

488. Trouver la fonction qui applique le I quadrant 0 < 
< Argz<an/2 sur le disque | w | << 1 de façon qu'aux points 
z=1<+i, z—0 on associe respectivement les points w = 0, 
& = À. 

Dans les problèmes qui suivent, trouver le domaine du plan des 
w sur lequel la fonction w = f (z) indiquée applique le domaine D 
donné du plan des 2: 

489. w — 7° + 1, D: le quart O<< Argz<n/2 du disque 


490. w = e*, D: la demi-bande 0 << Imz< 1/4, Re 2: < 0. 

491. w = Inz +1, D: la partie de la couronne circulaire 
1<]z|<e comprise dans l’angle 0 << Argz<e. 

Trouver la fonction qui réalise la représentation conforme de 
chacun des domaines indiqués ci-dessous sur le demi-plan supérieur. 

492. Le secteur | z | << 2, 0 << Arg z << 1/4. 

493. La bande a << Rez<b, a > 0. 

Trouver les fonctions qui appliquent: 

494. Le disque | z | << 1 muni d’une coupure suivant Île rayon 
reliant le point z — Ü au point z — —1 sur la demi-bande —n << 
<v<n, u <0. 

495. La demi-hande 0 << Im z: << x, Re z > 0 sur le demi-plan 
Im & > 0. 

496. La bande — © << Re z<< + ©, 0< Im z< x/2 sur le 
plan des w muni des coupures — © <u< —i, v=0 et 1 < 
<u<'+oo, v = (. 

497. La lunule bornée par les circonférences |z — 1 | = 1, 
|z:— 2] = 2 sur la bande 0 << Rew<. 

498. Trouver la fonction homographique qui applique le domai- 
ne D: {|z2+11>1; ]z2+2]<2} sur la bande P: {0 < 


< Im w < 1}. 

499. Trouver la fonction qui applique la lunule comprise entre 
les circonférences | z — 1 | — 1, |z + i| — 1 sur le demi-plan 
Re w > 0. 


500. En utilisant la fonction de Joukovski, trouver la fonction 


qui applique la couronne 1 << | 2 | < 2 sur le domaine 5 + 5 < 1 
muni de la coupure —4 << u < 4, v = 0. 
901. Transformer le demi-plan supérieur Imz>0 privé du 


demi-disque | z | << 1/2 en le disque |& | << 1. 
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902. Trouver la représentation conforme du secteur 0 << Arg : < 


< x/8 sur le disque unité | w | << 1 qui transforme le point z, = 
I 


i— | 
= e 16 en le centre &w, = 0 et le point z = 0 en le point w = 1. 


503. Appliquer la bande 0 << x << x/4 sur le I quadrant 0 < 
< Arg &w << x/2. 


504. Trouver les domaines en lesquels la fonction w = tg: 
transforme : 


a) la bande —7<Rez<?; b) la bande O0 <Re:< 1. 


$ 13. Potentiel complexe et son sens hydrodynamique 
Soit 
= Pa yi+oQ(z y) ji, (1) 


un champ vectoriel plan stationnaire, où i et j sont respectivement les vecteurs 
unités des axes de coordonnées Oz et Oy. 

Etant donné que le point (x, y) du plan zOy et son rayon vecteur r = zi + 
— yi représentent le nombre complexe z = x + iy (ici on désigne par i l'unité 
imaginaire), le vecteur a = P (x, y) i + Q (x, y) j représente à son tour le 


nombre complexe P (x, y) + iQ (x, y). C'est pour cela que le vecteur a et 
l'expression (1) peuvent s'écrire 


a— P(x y) + iQ (x y). 


Par conséquent, le champ vectoriel (1) peut être donné en indiquant deux 
fonctions réelles P (x, y) et Q (x, y) de deux variables réelles x et y, ou bien 
une fonction de la variable complexe z 


f (2) = P (2, y) + iQ (x, y). 


° APPLICATION DES FONCTIONS 


D'UNE VARIABLE COMPLEXE À L’HYDRODYNAMIQUE 


Un écoulement plan stationnaire non turbillonnaire d'un liquide incom- 
pressible est parfaitement caractérisé par la fonction analytique f (2) = u (x, y)+ 
+ iv (x. y) qui est appelée potentiel complexe ou fonction caractéristique d'écou- 
lement. La partie réelle u (x, y) et la partie imaginaire v (x, y) sont respective- 
ment appelées fonction potentiel et fonction de courant. 

Les lignes u (r, y) — const s'appellent lignes équipotentielles ou lignes 
de niveau. Les lignes v (r, y) — const sont appelées lignes de courant. 

Chaque particule de liquide se déplace suivant une ligne de courant. 

On sait que la vitesse V d'un écoulement de liquide donné par une fonction 


f (2) est définie en tout point : = z + iy aussi bien en valeur qu'en direction 
par le nombre complexe 


; ——— ou ou 
V= Ve = Voz+iVoy=f = LETTRES 
c'est-à-dire par un nombre qui est le conjugué de la valeur que prend la dérivée 
du potentiel complexe au point z. La valeur de la vitesse est donnée par l’expres- 
sion 
V=IVI=]If QI=If (1, 
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tandis que l'angle formé entre la direction du vecteur vitesse V et le sens positif 
de l’axe Ox sera 


p= Arg f' (2) = —Arg f’ (:). 


Les projections Vo, et Vo, du vecteur vitesse V sur les axes de coordonnées 
Oz et Oy sont égales à 


£ ou . . ‘du 
Vox=npox V= = ‘ ou =npPouY = du 
ou bien, en vertu des conditions de Cauchy-Riemann, 
; ov ë ov 
los ôy . Vou = — dE. * 
Il en découle que 
ou qu ou vu 
V — = i + =— 
Cd de tie 
Supposons que les coordonnées Vo, = Vox (x, y) et Voy = Vox (x; y) 


du vecteur vitesse V dans le domaine de leur définition sont des fonctions conti- 
nüment différentiables, sauf peut-être en un nombre fini de points. 

DÉFINITION. On appelle circulation du vecteur vitesse V le long d'une 
courbe fermée L parcourue dans le sens positif la grandeur 


ou ou ou ot 
De an Vienne peu 
L 


lL=® Vox dr + Voy dy = À 
L L 


La circulation l'; caractérise le degré de turbulence de l'écoulement de liquide. 
Ici on suppose que la courbe L ne possède pas de points singuliers, alors qu'à 
l’intérieur de cette courbe il ne peut y en avoir qu'un nombre fini. 

DÉFINITION. On appelle flux du vecteur vitesse V à travers une courbe 
fermée L la grandeur 


 - . . ou du À dv ov 
Ni=@ Vox dy —Voy dr=$ 2x dy du dr = dx dr + : dy. 
L L L 


La courbe L est parcourue dans le sens positif, c'est-à-dire que, pendant le 
parcours de L, le domaine que cette courbe détermine reste constamment à gauche 
(ici on considère la normale extérieure à la courbe fermée L). On suppose en 
outre que la courbe L ne passe pas par les points singuliers de la vitesse V, 
c'est-à-dire de la dérivée f” (2). 

Le flux N, du vecteur vitesse V détermine la quantité de liquide qui tra- 
verse la ligne L par unité de temps. 

Les formules traduisant la circulation l', et le flux V, du vecteur vitesse V 
sont réunies en une seule 


PL+iNz=Q ft ds, (2) 
L 


qui permet de trouver la circulation et le flux à l’aide des résidus. Dans Île 


cas où la dérivée f’ (z) (donc, la vitesse V — f” (2) aussi) possède un nombre fini 
des points singuliers z, (k = 1, 2, ..., n), 
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n 


FL+iNz=ni > Res f” (2x). 
k=1 


Les points où V = 0, donc, f’ (2) = 0, sont appelés points critiques de 
l'écoulement. 

EX EMPLE 1. L'écoulement d’un liquide est donné par le potentiel comple- 
xe f (2) = z°. Trouver le potentiel des vitesses, la fonction de courant, les lignes 
de niveau, les lignes de courant, la valeur et la direction du vecteur vitesse V, 
ae DER RENIQnE Vox et Voy du vecteur vitesse V sur les axes de coordonnées 

z et Oy. | 
SOLUTION. En posant z=zr+iy, on a 


FG) = ( — y + i2zy, 
d'où l’on tire le potentiel des vitesses u (x, w) = z° — y° et la fonction de cou- 
rant vw (xr, y) = 2xy. Les lignes de niveau u (x, y) = const sont représentées 
par les hyperboles z° — y® — const. Les lignes de courant v (r. y) = const 


sont données par les hyperboles zy = const. La valeur du vecteur vitesse est 
donnée par l'expression 


V=if(l=121=2 V a+. 
La direction du vecteur vitesse est déterminée par l'angle 
Qaæm—Arg f° (:)= —arctg + 


Les projections du vecteur vitesse sur les axes de coordonnées Oz et Oy sont 


ou 
Er == —2y. 


ou 
Vox = = =2r, Voy= 


L'origine des coordonnées constitue un point de repos du liquide. 

EXEMPLE 2. Soit f (2) = In sh x: le potentiel complexe qui définit 
l'écoulement d'un liquide. Trouver la valeur du flux W, à travers la circon- 
férence 2 | z:| = 3 et la circulation l', le long de cette circonférence. 

SOLUTION. On trouve la dérivée du potentiel complexe: 


f” (2) = nr coth s2. 
En appliquant la formule (2), on obtient 


ch z de 
z 


PLi+iNL=n cothnzdz=n + 
[z1=3/2 121 3/2 
La fonction figurant sous le signe d’intégration admet à l’intérieur de la circon- 


férence 2 | z| — 3 trois pôles simples z — —1t, 2, = 0, zs — 1. Les résidus 
de la fonction susmentionnée en ces points seront 


Res f (y=n tt, k=m1, 2, 3 
Alors 


coth x z ds = Gi. 
1z1=3/2 
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Par conséquent, 
Tr + iNr = G6n°i. 


D'ici on trouve que la circulation F, = 0 et que le flux N, = 6x. 
EXEMPLE 3. Trouver le potentiel complexe f (:} d’un écoulement de 
liquide si l'on connaît les équations des lignes équipotentielles 


chzsiny + 2zy = c, 


où ce = const et f (0) = 0. 

SOLUTION. Des conditions du problème il découle que la fonction poten- 
tiel u (zx. y), c'est-à-dire la partie réelle de la fonction analytique j (:) (c'est 
le potentiel complexe cherché), est égale à 


u = 2zy + chzsiny 


et le problème se ramène à la reconstitution d’une fonction analytique à partir 
de sa partie réelle. 

Trouvons la fonction f (:) d’après sa partie réelle u (x, y) qui est connue. 
On a 


ou . 
= 2 N e 
7 y+sbzsiny 
me : : ou dv 
En vertu de la première des coaditious de Cauchy-Riemann, D 0 et 


ov . 
NE Ras LE Le xzsiny. 
D'où l'on tire 
vx, y) = y° — sh x cos y + œ (x), 
où œ (x) est une fonction différentiable arbitraire. En dérivant v(xr, y) par 


rapport à x et en utilisant la deuxième des conditions de Cauchy-Riemann, 
on trouve 


dv 
0z 


d'où q’ (zx) = —2x, donc, (zx) = —r® + c, c = const. C'est-à-dire 


v(r, y =y— 2 — sh zcos y + c. 


Par conséquent, 
{ (2) = 2xy + ch x sin y + à (y® — z° — sh z cos y) + ic. 


Compte tenu de la condition f (0) =0,ona0<+i0=c,c= 0. 
De cette façon, le potentiel complexe cherché sera 


f (2) = 2zy + chzsin y + i (y° — z° — sh x cos y) 
ou 


f (2) = —i (2 + sh 2). 


D'après le potentiel complexe indiqué qui définit l'écoulement 
d’un liquide, trouver le potentiel des vitesses, la fonction de cou- 
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rant, les lignes de niveau, les lignes de courant, la valeur et la 


direction du vecteur vitesse, les projections de la vitesse sur Îles 
axes de coordonnées : 


905. f (z) = 2° + 2z + 2. 506. f (z) = 
507. f (z) = In (z — 1). 


508. Construire le potentiel complexe de l’écoulement d'un 
liquide si l’équation des lignes de niveau est connue: 


2 — y* + 2ry + x = const et f(0) = 0. 


t},| ns 


509. Construire le potentiel complexe de l'écoulement d’un 
liquide si l'équation des lignes de courant est connue: 


cos x sh y = const et f (0) = 0. 


910. Trouver la circulation le long de la circonférence | z + a | = 
— a si le potentiel complexe de l'écoulement de liquide est connu: 


f (2) = 5iln (2? — a?). 


CHAPITRE Il 


CALCUL OPÉRATIONNEL 


$ 14. Recherche des images et des originaux 


On appelle original toute fonction à valeurs complexes f (t) d'argument 
réel £: qui satisfait aux conditions suivantes: 


1°. f (t) est intégrable sur tout intervalle fini de l'axe des t (elle est locale- 
ment intégrable). 
20. Pour tous les t{ négatifs, 


f © = 0. 


30. |f (t)] ne croit pas plus rapidement que la fonction exponentielle lorsque 
t— —+oc. c'est-à-dire qu'il existe des constantes M >> 0 et s telles que pour 
tous les t, 


FOI < Mest. (1) 


La borne inférieure s, de tous les nombres s qui vérifient l'inégalité (1) est 
appelée indice de croissance de la fonction f (t). 
EXEMPLE 1. Montrer que la fonction 
etsin3t, t1>(, 
1O={ 
, t<0, 
est un original. 
En effet, la fonction f ({) est localement intégrable: 
{2 
( et! sin 3t dt 
#1 
et existe pour tous les £, et . finis. 
i 


La condition 2° est remplie en vertu de la définition de la fonction. 
Enfin, pour tous les ! réels, on a 


le?f sin 3t] < e°!, 


ce qui signifie que Àf figurant dans la condition 3° peut être représentée par 
n'importe quel nombre >1; so = 2. 
L'original le plus simple est la fonction dite échelon unité de Heaviside 


7. 1, 1>0, 
1 ={ t<0. 
Il est évident que 
et), 1>0, 
{ t)= 
AOLIOS POS 


donc, si q ({) satisfait aux conditions 1° et 39, alors q (t) n it) vérifie toutes les 
conditions qui définissent un original. 
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511. Indiquer les originaux figurant parmi les fonctions ci-desous: 
a) J() = bn(t), b> 0, bÆ 1; D) 6) = eCHin(t): 

c) {(#) = nt); d) f(t) = En(t); 

e)fH=chG—i)m(); D f() = te tn ();: 

g) f(@)=tm(t); h) f() = et cos tn (t): | 

D FO = en (Ds ÿ) 10 en 05 k) 10 = 75 Où 


D) 6) = nt) + > (—1jin EG — h). 
k=1 
Dans ce qui suit, pour simplifier l'écriture. la notation f (t) n ({) sera rem- 
placée, en règle générale, par,f (t). ayant en vue que les fonctions examinées ont 
comme prolongement zéro pour les £ négatifs. 
Selon la transformation de Laplace. on appelle image de la Le Î (0) 


la fonction F (p) de la variable complexe p = s + io définie par l'égalité 
+0 
F(p)= | Jet dt. @) 
0 


Le fait que F (p) est l'image de la fonction f (t) sera noté par le symbole 
(= F (p). 
La fonction F (p) est définie dans le demi-plan Re p = s > set est analytique 
dans ce demi-plan. 
EXEMPLE 2. En partant de la définition ci-dessus. trouver l’image de la 
fonction 
(= et. 


.__ SOLUTION. Pour la fonction f (t) = e“t, on a s, = 2. C’est pour cela que 
use F (p) sera en tout cas définie et analytique dans le demi-plan Re p > 2. 
n a 


+00 +00 l ee l 
F — | et e-pt dt = | CP dt = ———— ep die 
(p) J J —(p—2) t=0 p—2 


(Re p=s> 2). 


Donc, F (p) = 5 2 +. Cette fonction est analytique pour Re ; > 2, étant 


en outre analytique partout, sauf au point p = 2. C?la n'est pas en opposition 
avec l'affirmation ci-dessus, car cette dernière ne fait que garantir l'analyticité 
de F (p) pour Re p > s, sans affirmer pour autant que si Reg <<, F (p) 
n'est pas analytique où que ce soit. 


En vertu de la définition, trouver les images des fonctions sui- 
vantes : 

912. f(t =t. 913. f (t) = sin 34. 

514. ft) —=tet. 515. f (4) = 17 («x > —1). 


516. Est-ce que la fonction @ (p) = 


peut être l’image d’un 
COS p - 


certain original ? 
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PROPRIÉTÉS DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE 


THÉORÈME D'UNICITÉ. La transformation de Laplace 
+00 
Fu= | era 
0 


est unique dans le sens que deux fonctions f, (t) et f, (t) qui possèdent les mêmes 
transformations de Laplace coïncident en tous les points de continuité pour tous 
les t > 0. 

J1 y a des fonctions discontinues différentes qui peuvent avoir la même 
transformation de Laplace (on propose au lecteur de construire une telle fonc- 


tion). 
I. PROPRIÉTÉ DE LINÉARITÉE. Pour n'importe quelles constantes 
complexes et f, 


af () + Be (9 —= ar (p) + BG (p) 
(ici et dans ce qui suit, on considère que f (t) == F (p), g (t) — G (p)). 


Trouver l'image des fonctions suivantes: 
547. 1+4 518. 2sint— cost. 519. t+ Set. 


II. THÉORÈME D'HOMOTHÉTIE. Pour toute constante & > 0, 


. 
fat)=—F (+). 

En appliquant le théorème d’homothétie, trouver les images des 
fonctions suivantes : 

520. f (t) = et. 521. f (t) = sin 4t. 

522. a) f(t) = cost; b) f (t) = sh 3t. 

523. Soit f (t) = F (p). Trouver l'image de la fonction f (©) 
(a > 0) directement et à l’aide du théorème d'homothétie. 

En mettant en œuvre les théorèmes de linéarité et d’homothétie, 
trouver les images des fonctions suivantes: 

524. f (t) = sin“ t. 525. f (t) = sin mt cos nt. 

526. f (t) = cos* t. 527. f (t) = sin mt sin nt. 

528. f (t) = sinf é. 929. f (t) = cos mt cos nt. 


III. DÉRIVATION DE L'ORIGINAL. Si les fonctions f (t), f” (t), .. 
..., f(n) (t) sont des originaux et si f(t) = F (p), alors 


f°(t) == PF (p)—f (0), 
f"()=p?F(p)—pf(0)—f" (0), 


{O9 (4) = p" F(p)}— pr f (0) —pr* f" (0) —... — f(n-1) (0), 
où f(R)(0)(k=1, 2, ..., n—1) nor f(R) (+). 
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EXEMPLE 3. Trouver l’image de la fonction f (t) = sin t à l’aide du 
théorème de dérivation de l'original. 


SOLUTION. Soit f(t) == F(p). Alors 
jt) = pF (p)—fj (0). 


9 
Mais f (0) —0, alors que jf’ (t)—2 sin t cost —sin 2t — DTA . Donc, 


2 — 
PH” 
= pF (p), d'où 

2 
Fp}=— <>  sin° 4. 
(P) PF 
Trouver les images des fonctions suivantes à l’aide du théorème 
de dérivation de l'original: 
530. f (t) = cos“ t. 531. f (t) = sin° £. 
932. f (t) = t sin wt. 533. f (t) = cos* t. 
534. f (t) = t cos ot. 535. f (t) = tet. 
IV. DÉRIVATION DE L'IMAGE. La dérivation de l’image se ramène à la 
multiplication de l'original par (—t) 
F° (P) = — tj (t) 
ou, en général, 
FO (p) = (—1t}" f (4). 
EXEMPLE 4. Trouver l’image de la fonction 
f (t) = t'et. 


SOLUTION. On a et — — . D'après le théorème de dérivation de l’i- 


| < 1 e 
mage, : } = tet, d'où TER tet. Ensuite 


1 ue 
ERA et à pee 
Trouver les images des fonctions suivantes: 
536. f (t) = cost. 537. f(t) =t(et + chi). 
938. f (t) = (t + 1) sin 2t. 539. f (t) = t sh 3t. 
V. INTÉGRATION DE L'ORIGINAL. L'intégration de l'original se ra- 
mène à la division de l'image par p, c'est-à-dire, si f (t) = F (p), alors 


f(t\dt = FU). 
P 


t 
EXEMPLE 5. Trouver l’image de la fonction | e° dr. 
0 


SOLUTION.Onaet = —— . D'après le théorème d'intégration de l’ori- 
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Trouver les images des fonctions suivantes : 


t 
940. f(t) = | sin t dt. 
0 
_ 
942. f(t)= | Tsh2tdr. 
0 
t 
544. f(t)— | chotr. 
0 


e af Le 


941. f(t)= | (T+1)cosot dr. 
0 
t 
543. f(t) = | cos? wt dt. 
0 
{ 
545. f(t) = | t'e-T dr. 
0 
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VI. INTÉGRATION DE L'IMAGE. Si l'intégrale | F (p) dp converge elle 
P 


f (4) 


est alors l’image de la fonction Th 


{ (4) 


EXEMPLE 6. Trouver l’image de la fonction 


SOLUTION. On sait que sin t — 
sint . ( dp 
FS | pi 1 —=ÂArctg 
P 


— 


| F (p) dp. 
? 


sin t 


1 
FEU Donc 


o 
P| =--—Arctg p= Arccotg p 
P A 


(pour les fonctions multiformes Lan z, arctg z, etc., on prend leurs branches 
principales pour lesquelles In 1 — 0, Arctg 1 = 11/4, etc.). 


Trouver les images des fonctions suivantes : 


et —1 


946. à) _— 


l 


547. 8)" ; b) 


et—1—1 e b) 


948. a) | 


Ê 


b) 1-2 ; 


sin* ! 
c) ju 


cos t — cos 2t 


et —e"t 


Le théorème d'intégration dé l'imaze permet de calculer facilement cer- 
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taines intégrales impropres. 


œ 
Soit f(t) — F(p) et admettons que l'intégrale impropre [ 10 
0 


converge. Alors 


| 10 dt= \r (p) dp. 3) 
0 0 


où l'intégral du second membre peut être calculée prise sur le demi-axe positif, 


EXEMPLE 7. Calculer l'intégrale [ si UE 


0 
SOLUTION.Onasint — 7 gs D'après la formule (3), 
œ oO 
° sint oO 7 
À n L — | + y =Arcig Z 0 9. 
0 0 


Calculer les intégrales : 


549. EE TT Gt (a>0, b>0). 
0 


550. [se se dt(a>0, a>0). 


e” 


991. Sn de 0: B>0, m>0). 


(A+B+C+D=0, a>0, B>0, y>0, 80). 


0 
us 
552. a. 
0 
A 
553. | 205 94 — cos Pr COR DE O): 
0 


554. nl 8 b>0). 


VII. once DE TRANSLATION. St f(t)—F(p), pour tout mr 
complexe, ë 


ePot f(t) = F (p—po) (4) 
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EXEMPLE 8. Trouver l'image de la fonclion f(t)}— et cos 21. 


SOLUTION. On a cos 24 CE mer . D'après le théorème de translation 
— —4), 

(Po ) p+1 

(p+1}+4 ° 

Trouver ies images des fonctions suivantes: 

555. a)2*tsint; bj)efcos nt. 556. e-t. ts. 557. e‘ sh t. 

558. tet cos t. 559. eït sin? t. 560. eat cos? Bi. 

VIII. THÉORÈME DE RETARDEMENT. Si f (t)—°F (p), pour tout + positif, 


fG—T) — e PT F (p). (5) 


L'application de ce théorème rend commode la recherche des images des 
fonctions qui sont données par différentes expressions analytiques dans diverses 
parties de leurs domaines de définition. 

EXEMPLE 9. Trouver l'image de la fonction 

ft—1)= (t—1ÿn(t — 1). 

SOLUTION. Pour la fonction f(t) = tn (ft), on a 

. 2 
= —. 
j (t): ps 


D'après le théorème de retardement, pour la fonction 4 — 1) n (t — 1), on a 


et cos 2t — 


9 
GA} n (1) er À. 
Dans l’exemple considéré, il est essentiel que l’on cherche l’image de la fonction 
(t — 1) n (t — 1), c'est-à-dire d'une fonction qui est égale à zéro pour t < 1. 
Si l'on considérait la fonction f, (t) = (t — 1)* n ({). on aurait f, (1) = 
= ({—21+1)n(t) et, en vertu de ‘a propriété de linéarité, 
2 2 1 
t—1}n(t)= ———+—, 
(t—1)° n (4) : D pe + : 


Trouver les images des fonctions: 

561. sin (£ — b)n (t — b). 562. cos (t — b)n (t — b). 

563. e!-®n (t — 2). | 

EXEMPLE 10. Trouver l'image F (p) de la fonction f (t) donnée par le 
graphique ci-dessous (fig. 34): 

SOLUTION. Trouvons l'expression analytique pour la fonction f (t). 


Fig. 34. 
a) Pour t € (0, a), la fonction f (t) est donnée par la formule 
{ (#)== = n (4). (6) 


10—01485 
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b) Pour / € (a, 2a). on ax f (t) = 0. 
c) Pour t > 2a, on obtient 


FD 


n(t --2a)e (7) 


En supposant que la fonction f (t\ est donnée par la formule (6) pour tous 
les t > 0, voyons quete fonction 4, ({) faudrait-il lui ajouter pour obtenir 
f(t) = 0 pour tous les t > a. En imposant 

t—a 
a 


+ (£) = 0, 
pour t >a, on trouve 


{—a 
a 


Ya (4) = — n (t — a). 


Ensuite, on trouve une fonction 4, ({) telle qu’en l’ajoutant à / (4) ms 0 


; | t — 2a 
on obtient la fonction 


pour tous les t > 2a. Cela aboutit à 


0+ (=. 


d'où 
t—2a 
Ya CE n (t — 2a). 
De cette façon, pour tous les t > 0, on obtient 


ÊL — 
a 


1) = 


t— t—2 
ENG) n (0) + En (1 — 22). 
A l'aide de la propriété de linéarité et du théorème de retardement, on trouve 
l'image cherchée F (p) de la fonction donnée f (£) : 
1 1 1 
FOIE Ep ap 
EXEMPLE 11. Trouver l’image F (p) de la fonction f (t) donnée par le 
graphique ci-dessous (fig. 35): 


fe) 


e"ap — L. e7°apP, 


2a 
Fig. 35. 


SOLUTION. Trouvons l'expression analytique pour la fonction f (t). 
a) f (t) = 1 pour t € (0, a), 
b) f (t) — 0 pour té (a. 24), 
t — 2a 
a 


c) f(t) = pour {€ (2a. 3a), 
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d) f «)=1—{ Se pour {€ (3a, a), 
e) f(t) = 0 pour 1 > 
Pour t € (0, a), A 
Ensuite, on trouve une fonction LA Q] Line se la relation 1 + 4h, (4) = 0 
pour { > a reste valable, d'où 41 ({) — n ({ — 
ni trouve maintenant une fonction m. n telle « que l'égalité O + 4, (t) = 
 — 


= soit vérifiée pour tous les ? > 2a. D'où 


Ye (8) = Ze 1 (£ —2a). 


D'une façon analogue, on trouve les fonctions 


ps (1) = —2 ! 


3a), Ya ()= À 


4a). 


Ainsi, 


f(t)=n(t)—1n (t—a)+ = = q(t— 22) — 


—2 = 


22€ n(t—3a) 


. l’aide de la propriété de linéarité et du théorème de retardement, on obtient 
image 


1 1 1 2 1 
F (p) - : e LT e ap e + PP etap. 


EXEMPLE 12. Trouver l'image de la fonction 
0 pour t<1, 
dE ei pour 1<1t< 2. 
0 pour t1>2. 
SOLUTION. Exprimons f (t) par les puissances des différences £ — 1 et 


= 


On a 
= {[(t—1)+1=(—1)+2(t—-1)+1, 
t=[(—2)+2)=(—2) +4 (t—2) +4. 
Donc, la fonction donnée f (t) va s’écrire sous la forme 
f (E)= {Ce —1)2+ 2 (6—1) +11 mn (6 — 1) — {06 —2)2 +4 (4 — 2) +4] n (1 —2). 


En passant aux images, on obtient 
JO Fe (+++) co (5) cr. 


Trouver les images des fonctions données par les graphiques 
ci-après : 


10% 
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264. 169 


(Q pour 0O<it<a, 


Pb Lu pour {>a. 


O0 pour 0O<{<a, 
10 PET pour {>a. 
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972. 


971. 
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979. 


976. 


578. Admettons qu’une fonction périodique f (t) de période T 
soit un original. Montrer que son image F (p) par la transformation 
de Laplace est donnée par la formule 


T 
F)=— 7 | ef (1) dt 
0 


et qu’elle est définie dans le demi-plan Re p = s > 0. 


EXEMPLE 13. Trouver l'image de la fonction périodique f (t) donnée 
par le graphique ci-contre (fig. 36). 
SOLUTION. On trouve l’image d’après la formule 
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T 
| . 
= | e-pt 

F(D=—— 5 | ect j (0 de, (8) 

0 
où f (!) est une fonction périodique de période 7, Re p — s > 0. En substituant 

dans (8) l'expression 
1w= | t pour OLt<1, 

7 l2—4 pour 1<1<2, 


et compte tenu du fait que 7 = 2. on vbtient 
1 


2 
1 ( 1 —e-p 
FP)}= =; [( te-rldt+ } (2—1) e-pt dt |= dl 
0 Î 


LE (1+ er) © 


Trouver les images des fonctions périodiques suivantes : 
979. 980. 


f{t) 


581. f(t) = |sint |. 582. f (t) = |cost |. 
583. f() 


X 414 N/,4 ê 


ra pour 2kn<t<(2k+1)x, 
f (t) = 0 pour (2k+1)n<t<(2k+2)n, (k=0, 1, 2, ...). 


9584. Montrer que si f (t} = F (p), alors 


f@n(t—e) = F(p)— | (0e dt. 


Ot— À 


L'application des méthodes du calcul opérationnel est liée parfois à l’utilisa- 
tion des ainsi appelées fonctions généralisées *) qui jouent un rôle important 
dans les mathématiques modernes. 

Parmi les fonctions généralisées il fout noter la fonction de Dirac Ô (t) 


*) La définition stricte des fonctions généralisées peut être trouvée, par 
exemple, dans l'ouvrage de I. Guelfand et G. Chilov « Fonctions généralisées 
et opérations sur elles » (Moscou, Physmathæuiz, 1959). 
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qui est définie de la façon suivante: 


| B 

0, ), : 
Dé ft 2 9 |s@r@a-0 

Le 


où (4. B) est un intervalle quelconque contenant Île point ? = 0, f (t) étant une 
fonction continue au point & — 0. 

D'une façon analogue, on définit la fonction ô (t — +) concentrée au point 
Ê = T. 

La théorie des fonctions séncralisées considère 6 ({) en tant que dérivée 


de la fonction unité n (t) — an , “ 4 
’ a) 


n (1) = à (1). (9) 
De la même façon, pour tout t, 
n'(t—T=û(t — 7). 
Remarquons que la dérivée de la fonction n (t) au sens habituel s’annule pour 


tous les t -£ 0, alors que pour ? — 0 elle n'existe pas. 
Les formules ci-dessous sont valables 


Ô(t)—" 1; | 


OC) (t) =" p", m étant un entier >0,; | (40) 


Ô (t—T) — e PT 
. Examinons la fonction f (t) qui présente des discontinuités de première 
espêce aux points ?} (k = 1, 2, ..., n) avec les sauts 
h= fu +0) —f(R—0) = 2 ee n) 


Soit f ({) une fonction continüment différentiable dans les intervalles 
(th ten) = 1,2, ..., n—1i)et pour t<tett> tn. Alors 


ñn 
f'@)= fi ()+ D hnô(t— tn), (41) 
h=1 
Où f1 (t) = f (1) — > han (t — !) est une fonction « close ». De cetie manière, 
Rumi 


la dérivée de la fonction discontinue f (t) est composée de sa dérivée habituelle 
fi(e) (dans les intervalles où f (t) est lisse) et de la somme des fonctions 6 aux 
points de discontinuité avec les sauts correspondants en qualité de cocfficients. 
Cette règle est importante, cr elle assure l'application correcte des théorèmes 
du calcul opérationnel aux fonctions discontinues. 
Considérons, par exemple, lu fonction f (t) définie comme suit: 

1) = n © — 2n (£ — 1) + n (e — 2). 
En appliquant la formule (11), on trouve 

f (8) = 6 (4) — 28 (t — 1) + 8 (t — 2), 


d'où, conformément aux relations (10), 
(4) — 1-2 P+ er. 
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Ensuite, 


2 


1 | 
D ———_— PH — 67°, 
Î( ) à P p e + p e 


ce qui revient de nouveau à 
HO = n (0) — 2n (tt —1) + n ( — 2). 


Un raisonnement moins rigoureux qui ne tient pas compte de la formu- 
le (11) aboutirait au résultat suivant. Au sens habituel, la dérivée de f (t) est 
égale à zéro partout, sauf les points t — 0. t — 1. t — 2 où elle n'existe pas. 
Mais. dans ce cas, l’intégrale de Laplace de f’ (t) doit également être nulle, ce 
qui donne une image de f (t) évale a zéro, or ceci est évidemment faux. 


0#5. Résoudre le problème n° 580 en trouvant} d’abord l’image 
de la dérivée de la fonction j (t), ensuite, l’image de la fonctionk, (t} 
elle-même. 

586. Soient a et b deux nombres positifs et soit f () = F (p). 

Montrer que la fonction 


f{at—v), t>+, 


g (t)= u 
0, te —, 
1 2h 1 
a pour image —e * F(=) (théorèmes d’homothétie et de retar- 


dement cumulés). 
#7 . . 
7. Trouver les images des fonctions: 


sin(2—+), 1>—. 


a) f(t)= | 
0, t<— ; 
cos (3—+), > sh (3t—6),1t>2 
Li LE 0, 1<E ; É. 1e = | En 0,  t<2. 


588. Trouver l’image de la fonction de distribution des masses 
my aux points { = k 
f(t)= © mô(t—k). 
R=—0 
IX. THÉORÊNE DE MULTIPLICATION (THÉORÈME DE CON VOLU- 


Ro Le produit de deux images F (p) et ® (p) est également une image, de 
plus 


F(p1D(p).= \ f(Tre(t—7T) dr. (12} 


C—, ve 
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L'intégrale figurant au second membre de la relation (12) est appelée con- 
volution des fonctions f (f) et q (1) et est désignée par le symbole f (1) « œ (1). 
EXEMPLE 14. Trouver l'image de la fonction 


pt) | (— et dt. 


OS) 


SOLUTION. La fonction %Ÿ (t) est la convolution des fonctions f (t) =! 
et œ(t) = ef. D'après le théorème de multiplication, 


1 1 1 
EXEMPLE 15. Soit F; (p)}=-2, Fa (p) + (z>0, y=>0 sont des nom- 


bres réels). Alors 
tx-1 ty-1 
fa =) fa (4) = Ty - 
D'après le théorème de multiplication, 
t 
| (t— t)M-l rx dt. (13) 
6 


4 


1 5 : 
F1(P) Fa = y FT) 
D'autre part, 
tx+y-1 


DOTÉ dE 


+ 1 e 
F1 (p) BOT — 
Des relations (13) et (14) on tire 


t 
CL _ 1 | | (a —T)U=1 1x1 dr. 
P(z+y)  F(G)T(y) ; 

En posant T—Àt, la dernière égalité nous donne 
1 
\ A1 ({—À)V-1 dA. 

0 


fex+u-1 Lx +y=1 
l(z+y) TOT(y) 


L'intégrale figurant au second membre est la fonction eulérienne B (x, y). 
‘On arrive ainsi à une formule remarquable qui relie entre elles les fonctions 
B et FT d'Euler 
F (x) l (y) 
l(z+y) | 

CONVOLUTION RÉITÉRATIVE. Soient données trois fonclions f1 (1), 
fa (t), fa (t)- Alors 


B (x, y) = 


{ 
F1(p) F2(Pp) = | Je (Ta) fa (— Ta) dt. 
0 
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Ensuite 
{ {—Ts 
(F1 (P):F2{p)): F3 (p) = | { | fa (T1) 1 (—T1—7Ta) d1} Î3 (Te) dt — 
0 0 


{ 
— ( fa (T2) da fa (Ta) Ja (— Ti — Te) dti. 
0 


OL) 


Soit 
Fi (p) _s n (4) 
| p 

Alors 

Fa (p) Fs (p) ci 

PS + = fa (T2) dta \ fa (Ta) N (t— T1 — Te) dt. 

0 0 
De la définition de la fonction n (t) il découle que l'intégration . pratiquement 
réalisée dans le domaine ? > T1 + Te, Où n ({ — T1 — 72) = 1. Ainsi, 
F2(p) Fa(P) _. 


fa (Ta) fa (Te) dta dre. 
T1+712€! 


P e 


Mettons à profit le résultat obtenu pour trouver le volume d'une sphère 
à n dimensions. Introduisons dans l’espace à » PO ReIORS Le système de coordon- 
nées cartésiennes orthogonales x;. re. . . 

Le volume V, (R) de l'hypersphire de rayon R est donné par l'égalité 


Va(R)= | sie dr; dre ... dr,. 
x+3x2+. +48 GR? 
En vertu de la symétrie de la sphère par rapport à son centre, 
x?+x$+. à +x2< h® 
Vh (R) = 27 | CER \ de .…. | drn. 


0 0 0 
Effectuons la substitution = T% (k=1, 2,...,n). 
Alors 
À : ; dTidt2 ... dt 
tm ls 10% L 


À [+ VTT ETES 
rittah..+e<Rs D iVT V Tn 


C'est la convolution réitérative de n fonctions identiques 
fr (t) = 10 (k=1, LA .…. n), où t—= R?. 
V't 
L'image de chacune de ces fonctions s'écrit 


Va 


fn (4) = — (cf. prohlème n° 515). 
VP 
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Pour cette raison, 


= (/ x)" n/° 
Va (VD: DRE ST pIEnfE 
d'où 
. n"/2 . nn/2nn 
Va(V#) EN PRE LS (R). 
r(1+=.) r(1+-) 
Donc, 


a'/=RA 
sup n \° 
r(te 
En particulier, pour n—2, on trouve 
nr R° 
(2) 


EXEMPLE 16. En utilisant le théorème de multiplication, démontrer la 
formule de Cauchy 


Va (R)= 


Va (R) = =nrhR° 


| | Re | f (x) dz dx …. de | (x—t)n1 f(t) dt. 
0 0 0 0 


DÉMONSTRATION. Supposons que la fonction f(x) est un original qui a 
comme image F(p). Alors 


t 4 
| rm: + F(p). 


En intégrant n fois la fonction f(x) dans les limites de O0 à x, on obtient 


“x 2 
{| | fe) dede de Er F(p). (a) 
0 0 0 
em” 
n 
Etant donné que 
| : æn= 1 


F(p}=1{(), CRT CETTE 


en appliquant le théorème de multiplication (de convolution), on aboutit à 
x 


1 = Fe (pe 1. (et à ee 
ou 
1 1 t 
FE 17) (z—t)"-1 j (4) dt. (b) 


0 
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La formule de Cauchy est déduite des relations (a) et (b). 


Trouver les images des fonctions suivantes : 


LA 
589. { et-tsin tr. 590. 
0 


cos ({ — t) e°t dr. 


991. | (t—+t)?ch 7 dr. 992. | (t— +)" f(t) dr. 


te Ce 


993. 


eùtt-1r2 dr, 


Ole Ole 


PRÈMIER THÉOREME DE DÉVELOPPEMENT. Si #4 (p) est une fonction 
analytique dans le voisinage du point à l'infini et est égale à zéro à ce point, et 
st elle admet dans le voisinage du point à l'infini le développement en série de 

œ 


Laurent EF (p) = \ = alors la fonction 


= 
Ru 1 
_ Ch à 
1e à DTA TA 


est l'original de F (p), de plus. cette série converge pour tous les t. 


EXEMPLE 17. Examinons la fonction F (p) = Elle est analyti 


sue dans le voisinage du point à l'infini et son développement en série de Lau- 
rent est de la forme 


PIRE IRON 
rt) (5) 
= (a + +) 2 


© 
—41)" en 
f (t)= >, _ Enr cost, 
n=0 
ce qui coïncide avec le résultat connu. 


EXEMPLE 18. Trouver l’image de la fonction f (t) = J,(t), où J, (t) 
est la fonction de Bessel d'ordre zéro. 
SOLUTION. On sait que 


oO 


Jo(t)= D, C—1)* Ta 


h=0 


LR 
Z2902kÀ 
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{ 


V1+p° 
le domaine |p| > 1, analytique dans ie voisinage du point à l'infini et qui 
s'égale à zéro à ce point. Trouvons le développement en série de Laurent de cette 
fonction dans le voisinage du point à l'infini à l’aide de la formule de dévelop- 
pement du binôme: 


Considérons la fonction F (p) =: «+ C'est une fonction uniforme dans 


1 1 put on (1H (24)! 
En) = "°c _— = à 
(P) RES (1+ DE } 2 2 (k1)2 22k p?hti 


En vertu du premier théorème de développement, la fonction F (p) a comme 
original la fonction 


ss —1)k 12h 
k=0 
De cette façon, 
1 
(1) = ——;, 
o{ ) = Vi1+p° 


EXEMPLE 19. Déduire la relation de récurrence 


2 
Jui (= Ja (9 — Jr (0. 


SOLUTION. On sait (cf. problème n° 596) que 


2 D°Li — pr 
or PERE. 


A l'aide du théorème d'intégration de l’image, on obtient 


Ja (t) : CV PET —p}" 


F4 e 


Vr+T 


? 
Posons Vp*Hi —p=v. Alors 


CV P+i pr , nue 0 
JR dpe — ( 5 1 du — : +c, 


de façon que 
Jn(t) . 1 
RO TIRE pr) 
D'autre part, des expressions 


Jn1 (4) = = VP+1 —p}ui, 


+ VAT PM. (5) 


p=ce 
P=P 


. 1 "14 
Ja () = Vrit ( Vrs+i — p}nt1 
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on tire 


Ja (4) + Jne1 (4) 20 V4 —p}r. (16) 
Les relations (15) et (16) permettent d'établir 
2n 


Jn-1(t)— n 


Ja (4) + Jn+1 (4) =0. 
594. Montrer que 

7, (= On (21, 2, ...). 
595. Trouver l'image de la fonction f({)=—J,(t). 
596. Montrer que J, (t = Wrti=p) 

( : V p°+1 

597. Montrer que 

PJ, (2VE)E a er (n=0, 1,2, ...) 


598. La fonction de Bessel de première espèce d’argument pure- 
ment imaginaire Z, (t) est exprimée par la fonction de Bessel J, (t} 
à l’aide de la relation 2, (t) = (i) "J, (it). 

Montrer que 


f: (6 = PEU 


p*—1 
599. Les polynômes de Laguerre sont définis par la formule 


L(t)= << À (tet) (n=0, 1,2, ...). 


n! dt” 


Montrer que 
.1 118, 
L\()==(1——) (n=0, 1, 2, ...). 
600. Trouver l’image de la fonction f(t)=Ilnt. 


: 1 
601. Mont e f t}= ——, où 
ntrer que erf(V ): For? 


9 
On demande de trouver la somme de la série fonctionnelle D Ph (t),où 
ni 
Pn (t) sont des originaux. 


En substituant aux fonctions q, (t) leurs images, on aboutit à une série 
constituée d'images dont la sommation est parfois beaucoup plus simple à ef- 
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fectuer que celle de la série initiale. En passant de la somme trouvée à l'original, 


on aboutit à la somme de la série donnée. 
EXEMPLE 20. Pour le polynôme de Laguerre, on a 


Ln QE + (a+). 


S (—1)" La CEE Li (i<)+(i<)— 7 |- 


n=0 
+. 1 —— 1 . . 1 . À Fa 
P TS PAL 2p—1 2 p—+ 2 
De cette façon, 
oo Li 
n Lee 
D (D La (=z ee? 
n=0 
602. Montrer que >» (—1)"Lh (24)=+ e‘ (sin { + cost). 
n=0 
ai Ln (4) “a 
603. Montrer que D = :< ed (2 V't). 
n=0 
604. Montrer que DE (— 1) Jon+: (4) -Lsin L. 
n—0 


605. Montrer que J,(t)+2 N J,,(t)—1, où J,(t) est la 
n=1 


fonction de Bessel d'ordre k. 


606. Montrer que > sit et, 0<t<+oo. 


n=0 
EXEMPLE 21. Calculer l'intégrale 
Fe 
ft= | pe 


SOLUTION. D'après le théorème d’homothétie, pour cos tu considéré en 
tant qu'une fonction d'argument !?, on a 


p 
cos RE PROC SEE 
siu= pitu * 
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Pour cette raison, 


+00 
_e p du 
PUS CEST 


La fonction sous le signe d'intégration étant une fonction d'argument u, 
on peut la mettre sous la forme 


RERO RS ENT 
(p?+ u*) (a? + ui) pi—a  pi+ui p°—a* a+us 
Par conséquent, 


; 1 u P .1 u 
f(t) He “ia Sie p + pra? à arctg à 


Lorsque l’on passe aux originaux, on obtient finalement 
f (t)— 


Calculer les intégrales : 


eat. 


T 
2a 


EF 


sin {u-cos u d 
u 


b) f(t) = 


607. a) fe) = [UE du, t=0: 
0 
u, t>0. 


608. Trouver les valeurs de la fonction f(t) et de ses dérivées 
: > : _— p+1 2 $! 
première et seconde pour t—>+0 si f(t) > HrTh et sif’(t), 
j (t), f” (#) sont des originaux. 


RECHERCHE DES ORIGINAUX D'APRÈS LEURS IMAGES. Pour 


trouver l'original f (t) en partant d’une image F (p) connue, on utilise les techni- 
ques suivantes: 


I. Si F (p) = € e est une fraction propre rationnelle, on la décompose 


d'abord en une somme de fractions simples pour trouver ensuite l'original de 
chacune de ces dernières grâce à l'application des propriétés 1 à IX de la trans- 
formation de Laplace. 


EXEMPLE 22. Trouver l'original de la fonction F (p) — TE 
SOLUTION. On décompose F (p) en une somme de fractions simples: 


1 ___ 4 B Cp+D 
p(p—1)(p+4)  p ie p—1 + pr+4 * 
On détermine les coefficients 4, B, C, D et l'on obtient 
14 1 , 1 1 1 P 1 1 ; 
FREE 2 To pe spa (17) 
Les originaux de chacune des fractions simples figurant au second membre de 
11—01485 
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(17) sont faciles à trouver. En utilisant la propriété de linéarité, on a 


4 1 1 1 
= D eme D. 1°] t a ŒS ER : Pa] - 
1(t)= [TE + cos 2t 10 sin 2 


; 1 So 
EXEMPLE 23. F (p)=— GHIE Trouver l'original j (t). 


SOLUTION. Dans le cas examiné, F (p) se présente sous la torme d’une 


fraction simple. Pour trouver son original, faisons appel au théorème de multi- 
plication et à la relation 


On a 


1 1 1 ; 
FO TE ETF 


t=t À 1 . 
{COS i—— sin t. 


5: ee 
tcos t —— sin (2t —t) > F 5 


4 


t t 

_ | sin (t—7) sin r dr + | [cos 1 —cos (27—1)] dt — 
0 0 
1 
2 


EXEMPLE 24. F (p) = ee = - Trouver l'original j (9. 


SOLUTION. La présence du facteur e-P implique l'utilisation du théorème 
de retardement. Ici t = 1. 


e t e 
— et el, par consequent, 


p+i 


eP 
pri 
11. On remonte à l'original à l’aide du second théorème de développement 


en vertu duquel, certaines conditions étant satisfaites par F (p). l'original de 
cette dernière est représenté par la fonction! 


= e-td-n n(t—i). 


f@= D; Res [F (p) et], 
(P) 
où la somme des résidus inclut tous les points singuliers p, de la fonction F (p). 
En particulier, si F (p) = ur est une fraction propre rationnelle, elle 
a pour original la fonction 


l ni 


es 1 4 d'R Pt D Ye S 
Re (rx —1) ! n dp'x CEE APS PAPE nt 


où py sont les pôles d'ordre de multiplicité n, de F (p). la somme (18) étant 
effectuée pour tous les pôles de F (p). 

Si tous les pôles de F (p) sont des pôles simples, la fcrmule (18) peut être 
réduite à la forme 
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ft = . Re 


EXEMPLE 25. F (p) = Trouver l'original f (t). 


ee 
(p°—1}° ° 


SOLUTION. La fonction F (p) possède les pôles p1 = 1, p» = —1 d'or- 
dre 2. D'après la formule (18), 


f(t)=— qu m per 1. + Him | = she. 


(p+1)° p+—1 L (p—1)° 


Trouver # originaux Correspondant aux images ci-après et 
construire leurs graphiques : 


609. F(p)— _u 610. F(p)=-—-. 

611. F(p)} = 612. F(p)= cr. 

Trouver les originaux en partant des images suivantes: 
618. F(p=-se 614 F()= pr 

515. F(P)= pr 616. FE = 

617. F(p=—prense 618. F(p)= 7 

619. F(p)=E RE EEEE. 620. F(P)= TS 


n | 
2. FPE GE 66-60 


1 _ __pf+2p—1 
628. Feet 024 FO re 
2p+3 
625. F(P)==5. 626. F(P= Re 


1 _ pe 
3p° —_2 

631. F(p}=-<? 632. F em _ 

TTC ES 


633. F(p) — TT (e-2P + De-3P + 3e-4P), 


11% 
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634. F(p) D | | GES FD 
(p) = PTT ; IT D E+D 6 +9" 
2e-2Pp Ge-3P _. = 


THÉORÊME D'EFROS. Soit f (t) = F (p) et soient ® * et q(p) des 
fonctions analytiques telles que 
Dép} Ta tp (4, Tr). 


Alors 


1 
En particulier, si ® (p) — , q{p)=Vp,ona 
V Pp 


que, = etant, 


Pour cette raison, si l'on sait que F(p) —=f(t), le théorème d'Efros nous 


, e e e F (} P) e. 
permet de trouver l'original de la fonction EE -6 : 
P 


DEC Ph — ——= | f(x) e-t2/st at. (19) 
7. P V'at j 
EXEMPLE 26. Posons 
1 | 
D = — et = —,) 
(p) F q (P) r 


Ainsi, le produit ci-dessous donne 
T 


® (p) era = e P, 


Trouvons l'original de cette fonction au moyen du théorème de similitude 
en mettant préalablement en œuvre la formule 


1 
—e P—=I1,(2Vt) (20) 
(cf. problème n°597). D'où l'on a 
"e 
ee P —1,(2 Vrt). 


Ainsi, lo théorème d'Efros (cf. formule (19)) donne 


F(—) = | [M (2 VTt)at. (21) 
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En particulier, si l’on pose f (t)—cosTt, on obtient 


___P OP 
F (p) = pi+i ? et F )= p°+1 ? 


P 
ce qui nous permet de mettre la formule (21) sous la forme 
© 
. 1 
ET COST (22) 
0 
On sait que 
+ = sin t. (23) 
Les formules (22) et (23) donnent 
| 1 (2 Vtt)costdt=sint. 
0 


Trouver les originaux des fonctions suivantes à l’aide du théorè- 
me d'Efros (a est un nombre réel): 


-V pxla -aV? 
638. F(p)}=——. 639. F(p) =— 
(p) ; Per 
-aV p -V px/a 
640. F(p) =: , 641. FD} — 
Vr(TE+i) 
-aV p 
642. F(p)}=————. 
@) p(Vp+40) 
Calculer les intégrales suivantes en utilisant le théorème d’Efros: 
1 C a 
6 . 1 A nee -— —T2/4t « 
43 (£) ET ch te dt 
n où 
644. 1(1)=—2 | coste-v/it dr. 
Vat 0 
n C0 
45. I = —— —t?/4t dt. 
645 (£) ET Tsh te T 
646. 1(t)——1 | t sin te-"#ét dr. 
V nt ù 


Dans la pratique du calcul opérationnel, on fait appel à la dérivation et à 
l'intégration des originaux par rapport au paramètre que ceux derniers Con- 
tiennent. 
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DÉRIVATION PAR RAPPORT À UN PARAMÊTRE 


Supposons qu’une fonction f (t, «) pour tout «x € (1, «.) est un original 
qui a comme image 


F(, @)= | e-rtf(e, a) at. (0 
0 
En supposant que l’intégrant de l'intégrale (1), qui est considérée en tant 


que fonction du paramètre «, peut être dérivé par rapport à ce paramètre, on 
obtient : 


(ee) 
OF (p, a) _|{ -,, 9f{(f, @) 
ET = | pt ST de. (2) 
0 
De cette façon, on arrive à la relation opérationnelle 
fa (t, a) = Fo (p, a). (3) 
EXEMPLE 27. a) On sait que 
sinat = —T— 
" p+ai 
En utilisant la relation opérationnelle (3), on obtient 
Nm 
COS. 
(p°-+ af) 
b) On sait que 


chat —=———, 
p°—a? 
d’où, à l’aide de la formule (3), on obtient 


.  2pœ 
* (p°—a):° 


INTÉGRATION] PAR RAPPORT À UN PARAMÊTRE 


Soit f (t, x) une fonction qui pour tout « € (1, 2) est un original et sup- 


posons que f (t, a) = F (p, a). 

En admettant que l'intégrale de Laplace qui figure dans le second membre 
de la formule (1) est intégrable par rapport au paramètre « de l’intégrant, on 
aboutit à la relation opérationnelle suivante 

aa az 


| ft, a) da: | F (p, &) de. (4) 


t sh at 


@1 1 
EXEMPLE 28. a) On sait que 
US 
p—a@ 
En intégrant par rapport au paramètre de &« = 0 à x, on trouve 


œ [e À t n 

e at — 2 
| est da = | ce ou = In P à 
0 0 
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b) On sait que 


à _ œ 
sin &œt = "pipar ? 
d'où, en utilisant la formule (4), on tire 
a a 
| ‘ œ 
| sin a à : | de 
0 0 
ou 
1— cos at md p?+a* 
t " 2 P* 


$ 15. Solution du problème de Cauchy posé pour 
les équations différentielles linéaires ordinaires 
à coefficients constants 


Soit donnée une équation différentielle d'ordre 2 (pour simplifier l'exposé) 
d°zx dz 
de tu tas ()=f (+), (1) 


OÙ ay. &1, 42 = const, a) Æ 0, f(t) est un original. 
Tâchons de trouver la solution de l’équation (1) qui satisfait aux condi- 
tions initiales : 


x (0) = ze, x” (0) == za. (2) 


Soient z(!t) = X (p), f () = F (p). En appliquant la transformation de Laplace 
aux deux membres de (1) et en faisant appel au théorème de dérivation de l'ori- 
ginal et à la propriété de linéarité de cette transformation, on obtient à la place 
de l'équation (1) avec ses données initiales (2) l'équation opératorielle 

(ap* + ap + ae) À (p) — (aoPZo + 8021 + ro) = F (p). (3) 

De (3), on trouve 
X (p)= F (p)+ a9PTo + 4071 F d1%0 
aoP* +@1p + a2; ; 

C'est l’ainsi appelée solution opératorielle. Lorsque l'on trouve l'original zx (t) 
en partant de X (p), on arrive par là même à la fonction zx (t) qui est la solu- 
tion du problème de Cauchy Q avec les conditions initiales (2). 


Il n'y a aucune différence de principe entre la résolution générale du problè- 


me de Cauchy posé pour une équation différentielle d'ordre n et la résolution 
examinée ci-dessus pour le cas où n = 2 


Itinéraire à suivre pour la résolution du problème de Cauchy à l’aide 
de la transformation de Laplace 


Problème de Cauchy dans Solution du problème LV 
l'espace des originaux de Cauchy 


V2 1e 


jy | Equation opératorielle A Solution de l'équation III 
dans l’espace des images | >| opératorielle 
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Ici, on désigne par L l'application de la transformation de Laplace à 1, 
par À la résolution de l'équation o Ste 11, et par L-! l'application de ja 
transformation réciproque de Laplace à III 

EXEMPLE 1. Résoudre le  robleme de Cauchy 


z" + z=2cost; x (0) = 0, zx’ (0) = —1. 
SOLUTION. 
z(t)=X(p),, z'() = pX(p}—z(0) = pX (p), 


. P 
2" (5 PEX (p}—pz(0)—z" (0)=p°X (p}+i, cost 
et l'équation opératorielle est de la forme 


—{P__. 
p°X (p)}+1+X (p) = HI : 


__2P 1 
(p°+1)  pi+1 ” 


d'où 
À (P)= 


On trouve l'original de X (p). L'original de la fonction AE se pré- 
sente comme suit : 


1 à: 
PET = Sin f. 
Pour trouver l'original de la fonction —=—— TE SE DPEPETE utilisons, par exemple, 
le théorème de dérivation de l’image (cf. $ 14): 
2p 1 oise 
mn (pr), risine 


Ainsi, X (p}=t sin t— sint = (t—1{)sint. 

Donc, z (t) = (t—1)sint. 

Résoudre les équations différentielles suivantes compte tenu 
des conditions initiales indiquées: 


647. z' + z =e"t, zx(0) = 1. 

/ = 1, zx(0) = —1. 
649. z” + 2x = sin t, z (0) = À 
650. x” — 1, x(0) = 0, zx’ (0) — 


656. zx” + z' 


66. 7" +z' = 1, z (0) — 0, x” (0) = —1; z” (0) = 0. 
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661. zx” — 2x + zx = et: rx(0) —0, zx’ (0) = 1. 
662. 2" + 2x” + 5x° = 0, x (0) = —1, x (0) = 2, zx” (0) = 0. 
663. x” — 2x° + 2r = 1, zx (0) = x’ (0) = 0. 
664. x” + x° = cost, zx(0) = 2, zx’ (0) = 0. 
665. zx” + 2x + zx —=t*, x(0) = 1, zx (0) = 0. 
666. 2” + x” = sint, zx (0) = x’ (0) = 1, zx” (0) = 0. 
667. x” + x = cost, x (0) = —1, zx' (0) = 1. 
668. 2° + x” —=1t, zx(0) — —3, zx (0) — 1, zx” (0) = 0. 
669. x” + 2x° + 5x — 3, zx (0) — 1, zx’ (0) = 0. 
670. xiV — x” = cost, zx(0) = 0, zx’ (0) — —1 
zx” (0) = x" (0) = O. 
671. x” + 2x° + 2x — 1, zx (0) = x’ (0) = O. 
672. x” +z —=1, x(0) = —1, zx’ (0) = 0. 
673. x” + 4x —1t, x(0) = 1, zx’ (0) = 0. 
674. x” — 2x + 5x — 1 — 1, zx (0) = x’ (0) — 
675. x" +z —0, x(0) —0, zx (0) = —1, zx” (0) = 2. 
676. x” + x” = cost, zx (0) — —2, zx’ (0) = x” (0) = O. 
677. x" + x’ — et, zx(0) —0, zx’ (0) = 2, zx” (0) = 0. 
678. zlV — x” — 14, zx(0) — x’ (0) = x” (0) = x” (0) = 
679. x” + zx’ —= cost, zx(0) — 2, zx’ (0) — 
680. x” — x’ —tet, zx (0) = x’ (0) = 0. 
681. 2” + x° — cost, zx(0) — 0, zx’ (0) = —2, zx” (0) = 0. 
682. x” + 22° + x =1t, zx (0) = x’ (0) — 
683. x” — x + rz — et, zx(0) —0, zx° (0) = 
684. x” — x = sint, x(0) — —1, zx' (0) = 0. 
685. z” + zx — el, x(0) —0, zx’ (0) = 2, zx” (0) = 
686. x” + x = 2sint, zx(0) = 1, zx’ (0) — —1. 
687. x” — 2r + r—t—sint, zx(0) = zx’ (0) = 0. 
688. x” + 2x + x = 2cos°t, zx (0) — x’ (0) = 0. 
689. x” + 4x — 2 cos t-cos 3t, zx (0) = x” (0) = 0. 
690. x” + x = tet + 4sint, zx (0) — x’ (0) = 0. 
691. x” — x —tet, zx (0) = 1, zx’ (0) = O. 
692. x” + x’ = 4sin°t, zx(0) =0, zx’ (0) = — 
693. x” — 2x” + z' = 4, z(0) = 1, zx (0)=2, zx”"(0) = —2. 
694. x” — 3x’ + 2x — et, zx(0) = x’ — 
695. x” — x’ —t*, zx(0) —0, zx’ (0) = 1. 
696. 2° +z = ;tet, x (0) = x’ (0) = x” (0) = 0. 
697. zx” + x = tcos2t, zx (0) = x' (0) = O. 
698. x” + n°xr = asin (nt + œ), zx (0) = x’ (0) = 0. 
699. 2” + 6x” + 11xz° + 6x = 1 +t+t:, 
x (0) = x’ (0) = x” (0) = 0. 
700. xiV + 27° tr = tsint, 
zx (0) = x’ (0) = x” (0) = x” (0) = 0. 
701. x” — 2ax° + (a° + B*)xz — 0, zx(0) = 0, zx’ (0) = 1. 
702. x" + 4x = sint, zx(0) = zx’ (0) = 0. 
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703. x” + x — et, zx (0) = x’ (0) = x” (0) = 0. 
704. xiŸ + x" = cost, zx (0) = x” (0) = x” (0) = 0, 
x" (0) = Y. ; 
105. x” — 4x — sin 5 # sin 5 #, x (0) =1, zx’ (0) = 0. 
706. xlV — 5x” + 10x° — 6x = 0, x (0) = 1, zx’ (0) = 0, 
x" (0) = 6, zx” (0) = —14. | 
707. "+ zx + z=te, x (0) = zx’ (0) = 0. 
708. x + z = tcost, zx (0) = x’ (0) = 0. 
709. x” + 3x” — 4x = 0, zx(0) = zx’ (0) —=0, zx” (0) = 2. 
710. x + 3x" + 3x + x = 1, zx (0) = x’ (0) = x” (0) = 0. 
111.2" +z=1, zx(0) = x’ (0) = x” (0) = 0. 
712. x” + ©°z = an (t)—n(t — b)], x (0) = x’ (0) = 0. 
L’exigence impliquant que les conditions initiales soient données au point 
1 = 0 n'est pas essentielle, car, par un changement linéaire de la variable indé- 
pendante t. on ramëne le problème de Cauchy. pour t = t, # 0. à un problème 
a conditions initiales au point t = 0. Montrons ce qui vient d’être dit à l’aide 
d'une équation différentielle de second ordre. 
On demande de trouver la solution de l'équation 
a02” (t) + az’ (1) + ao (t) = f (t), (4) 
qui vérifie les conditions initiales x (4) = z9. x’ (to) = 21, Où t, 0. 
Posons 
t=TtT—<+to; zh =z(tT+to) = zx(T); É=f(t + 10) = f (Tr. 
Alors 
2 O=z Gt+t)=z (, z'H=z (+4) = 7" (, 
et l'équation (4) et les conditions initiales deviennent 


ai" (T) + où (D) + az (0 = F(9, TO = 70e 2 (0) = 2 (5) 


Nous avens obtenu le problème de Cauchy posé pour l’équation (5) avec les 
conditions initiales données au point t = 0. 

EXEMPLE 2. Trouver la solution de l'équation x” (t) + zx’ (t) =-t qui 
vérifie les conditions initiales x (1) — 4, x’ (1) = 0. 


SOLUTION. Posons t = t+1etzx(t) = x (t + 1) = 7 (x). Alors l'équa- 
tion donnée et ses conditions initiales prennent la forme 


T'O+FmM=r+1  z(0)—=1, 7 (0) = 0, (6) 
car à la valeur t — 1 correspond la valeur t = 0. | 
Formons l'équation opératorielle pour l'équation différentielle (6). Soit 


z (= X (p). Alors 
Z'(T) = pX(p)—1, 2" (t) = p°X (p)—p, 
et l'équation opératoriclle sera 


2X (p)— ii 
P°X (p)—p+pX (p) Est 


En la résolvant par rapport à X (bp), on trouve 


X (= ++ 
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Le passage aux originaux donne 
z (1) = 1+ _ . 


En substituant dans cette dernière expression t — À à t, on obtient la solution 
cherchée dun problème de Cauchy 


2(=1+ ET, 


Résoudre les équations différentielles suivantes compte tenu 
des conditions initiales indiquées: 


713. x" + zx = 0; a 

714. z° (t) + x (t) = z()=1, zx (1) = —1. 
715. x” (t) — x" (t) = x (2) =8, zx’ (2) = 6. 
—9 


716. x” (t) + x (t) = sin {; z($) =0, zx (2) — 1: 
717. x" (t) + 2x (t) +z(t) = 2e; zx) =1, zx (1) = — 
EXEMPLE 3. Résoudre le problème de Cauchy 

z"+z=f(t),  z(0)=z" (0) =0, 


si la fonction f (t) est donnée par le graphique ci-dessous 


SOLUTION. Il est évident que 
Ê (D) = n 6 — 2n ( — 1) + n (t — 2), 
donc, en appliquant la formule 


f{@t— 7) —=ePTF (p), 
on obtient 


s: À eP 1 1—2e P+e-?r 
TG): P P P 


En posant x (t) — X (p) et compte tenu des conditions initiales, on a 
z" (1) = p°X (p) — pz (0) — z° (0) = p°X (p). 
L'équation opératorielle est de la forme 


1—2e-P+e-2p 


(p°+1) À (p) = : 
d'où 
1 2e"P 2P 


- 
LOST DE ED po 
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Etant donné que 


1 = ({—cost)n(t), 


p(p°+1) * 
car 
D 
pCp?+1)  p  p°+1: 
on a 
1 , 
Pr 7 li-cos (t—1)] «ct —1) 
et 


1 : 
TOLD e"?P == [1 —cos (t —2)] n (t —2) 


(on utilise icile théorème de retardement : si f () = F (p), alors 


fU—T—=e" PF (p)). 
Cela signifie que 


z(t) = (M —cost)n(t) — 211 — cos (t — 1)]n (4 — 1) + 
+ [1 — cos (t — 2)] n (t — 2) 


ou 


2 ()=2 | sin? En (9 —2 sin? a ntt—1)+sin? 2 n (£ — 2) |. 


Résoudre les problèmes de Cauchy suivants: 


718. f(€) 


x” + 4x = f (t), 
x (0) = x” (0) = 0. 


719. #() 
2 DOOR z+z= f(t), 
x (0) = 1, zx’ (0) = 0. 
Û a A 
720. 
2x" + 9x — 


(£), 
x (0) —0, zx’ (0) = 1. 
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x" — 2x + zx =f(t), 
x (0) = x° (0) = 0. 


722. Une particule de masse m est animée d'un mouvement recti- 
ligne sous l'action d’une force de rappel mAx, qui est proportionnelle 
à l'écart, et d’un effort résistant 2muv proportionnel à la vitesse 
de déplacement. Au moment { — 0, la distance entre la particule 
et la position d'équilibre est égale à rs, la vitesse de déplacement 
de la particule étant v,. Montrer que si l'égalité n° = À° — p° 
est vérifiée, le mouvement de la particule est défini par l'expression 


+ e-Ht[nzx, cos nt + (v, + Ur) Sin nt]. 


723. Une particule de masse m peut accomplir de petites oscilla- 
tions autour de la position d'équilibre sous l’action d’une force de 
rappel mn°x proportionnelle à l'écart. L'état de repos de la particule 
est perturbé par une force constante F qui agit pendant un laps de 
temps 7. Montrer que l'amplitude de l'oscillation est égale à 

2F 


a 
mn” 


sin pour t>T. 


724. L'état de repos d’un pendule simple de longueur L est per- 
turbé à la suite des petits écarts que subit son point de suspension 
dans le sens horizontal. Montrer qu'à un déplacement a du point 
de suspension il correspond un écart du pendule égal à a (1 — cos nt), 
n° = g/l. 

725. Une particule est lancée verticalement vers le haut à une 
vitesse ,. La particule lancée est soumise à l’action de la force de 
pesanteur et d’un effort résistant 2kmv. Montrer qu'à l'instant £ la 
distance entre la particule et son point de lancement sera —$ 
+ — et), 

726. Un point matériel de 2g de masse est animé d'un mouvement 
rectiligne sous l’action d’une force F qui croît de a dynes par seconde. 
A l'instant initial, le point se trouvait à l’origine des coordonnées 
et sa vitesse était vo — 10 cm/s. Trouver la valeur de la grandeur 
a si la valeur initiale de la force F, — 4 dyn et si a une distance de 
450 cm à l’origine des coordonnées la vitesse v — 105 cm/s. 

727. Un point matériel de masse m animé d’un mouvement 
rectiligne s’écarte de l’origine des coordonnées O sous l’action d’une 
force F qui est directement proportionnelle à la distance parcourue 
(F = 4mx). Le point subit en outre l’action de la résistance du 
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milieu À — 3 mu. A l'instant initial, la distance entre le point 
et l’origine des coordonnées est égale à 1, alors que la vitesse est 
nulle. Trouver la loi du mouvement du point. 

728. Un point pesant de masse m tombe dans un milieu dont la 
résistance est directement proportionnelle à la puissance 1 de la 
vitesse. Trouver la vitesse maximale du point en sachant que pour 
v — 1 m/s la résistance est égale à un tiers du poids du point et que 
la vitesse initiale v, = 0. 

729. Un point matériel de masse m se déplace dans un milieu 
dont la résistance est directement proportionnelle à la puissance 1 
de la vitesse (la constante de proportionnalité est 4). Quelle sera la 
distance parcourue par le point jusqu'à son arrêt complet si la 
vitesse initiale qui lui est communiquée est v, et s’il ne subit l'action 
d’aucune autre force, sauf celle exercée par la résistance du milieu ? 

730. Une chaînette pesante homogène de masse m et de longueur 
21 repose sur une table lisse horizontale de façon que l’une de ses 
moitiés pende du bord de la table. Trouver la loi du mouvement 
de Ja chaînette qui glisse de la table et déterminer le temps de ce 
glissement. 

731. Une masse ponctuelle m se trouve sur la droite qui passe 
par deux centres À et B la distance entre lesquels est égale à 2d. 
Les forces d’attraction exercées par les centres sur la masse sont 
directement proportionnelles aux distances de cette dernière aux 
centres ; la constante de proportionnalité mA* est la même pour les 
deux centres. À l'instant initial, la distance entre la masse et le 
milieu O du segment AB est égale à a, sa vitesse initiale étant nulle. 
Trouver la loi du mouvement de la masse ponctuelle. 

732. Un centre immobile © attire une masse ponctuelle m avec 
une force F = umr, où r est la distance de la masse au centre, pi 
étant un coefficient constant. A l'instant initial, r — «a et v — 0. 
Combien de temps mettra la masse pour arriver au point OU? 

733. Une barque possède une vitesse initiale v, = 6 m's. Au 
bout de 69 s qui suivent la mise en marche de la barque, la vitesse 
susmentionnée est réduite de moitié. Trouver la loi du mouvement 
si l’on sait que la résistance opposée par l'eau est proportionnelle 
à la vitesse de déplacement de la barque. 

7134. Un point matériel de masse m — 2 effectue des oscillations 
rectilignes suivant l’axe Oz sous l’action d'une force de rappel, qui 
est proportionnelle à la distance du point à l'origine des coordonnées 
(la constante de proportionnalité est égale à 8). et d’une force pertur- 
batrice F — 4 cost. Trouver la loi du mouvement du point si, 
à l'instant initial, x — 0, v = 0. 

735. Trouver la loi du mouvement d’un point matériel de masse 
m attiré par un centre immobile O avec une force directement pro- 
portionnelle à la distance et égale à km si cette distance est égale 
à l'unité de longueur. 
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À l'instant initial, la distance du point au centre O était égale 
à a, sa vitesse v, étant dirigée perpendiculairement à la droite qui 
relie la position initiale au centre ©. 

736. Résoudre le problème n° 735 en supposant que le point 
matériel de masse m s’écarte du centre sous l’action d’une force 
directement proportionnelle à la distance, la constante de proportion- 
nalité ayant la même valeur. 

737. A l'instant { = 0, une f.é.m. E cos (wt + a) est appliquée 
à un circuit constitué de la capacité C et de la self Z mises en série. 
Le courant initial et la charge initiale sont nuls. Montrer qu'à 
l'instant t le courant est égal à 


: : : 1 
E {wo sin (ot + œ) —n cos a sin nt—w sin a cos nt} FAT er UE 
Ze on suppose que n° # &@°. 
738. Au circuit de l'exemple précédent (courant initial et charge 
initiale nuls) on applique, à l'instant t — O0, une f.é.m. E sin nt 
à fréquence de résonance. Montrer que le courant est donné par 


« LL 
ou n°7 — 


En. 7 À 
la relation + { sin nt, Où n° — T<° 


739. A la résistance R d’inductance L on applique une f.é.m. 
E sin (ot + a). Le courant initial étant nul, montrer que le courant. 
est donné par he. 


1 
E {sin (y—a)e L + sin(ot+a—"7y)}(R2+ L’&?) " 
s oL 


740. À un circuit constitué des éléments ZL, R et C montés en 
série et dont le courant initial et la charge initiale sont nuls on 
applique une f.é.m. égale à Æ,, pour 0<< {1 << T, et à E>, pour 
t> T;EÆ,, E, sont constantes. Montrer que pour t > T le courant 
qui parcourt le circuit est égal à 


E Ei—Es _ur-m.: 
TA ce” — ht Va u(t Dsinn(t—T) 
JT L de pl O. 


741. . un circuit constitué de la self ZL, de la résistance À et 
de la capacité C montées en série on applique une f.é.m. constante E. 
La charge initiale et le courant initial sont nuls. Montrer qu’à 
l'instant { le courant JZ est donné par l'expression 


_ e-hsinnt pour n2>0, 
I = 
_ Le ut pour n?—=0, 
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RÉSOLUTION DE CERTAINES ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES À COEFFICIENTS VARIABLES 
Soit donnée l'équation 
a (Ha () +a(t)rrD (+... +a, (bzr(t = f(t, (7) 


où a&(!), & ft), - .., an (t) sont des polynômes en t de degré <m, f (t) étant 
un original. Supposons que le problème de Cauchy 


T |t== 0 — To. z° |t=n0 7 TG re 29 z(n-1) Î ts 0 — zo(r 1) (8) 


posé pour l'équation (7) admette une solution. 
Soit 


z (0 = X (p). 


En vertu du théorème de dérivation de l’image, 
e dh 
that) (4) (—A)4 TL GC (= 


dh 
dph 


Ici L {.r(5) (t)} est l’image de la fonction zr(#) (1). 

De cette façon. en appliquant la transformation de Laplace aux deux 
membres de l'équation (7). on convertit c?Îlle-ci en une équation différentielle 
d'ordre m par rapport à l’image X (p) de la fonction x (t). Si m < ». l'intégra- 
tion de l'equation (7) devient plus simple. 

EXEMPLE 4. Trouver la solution générale de l'équation 


tx” — 97° = 0. (9) 


SOLUTION. Soit x (t) = X (p). Alors 


z'() = pX(p}—z(0), 2" (1) p°X (p)—pz (0) —z" (0), 


—=(—1)# [ps X (p)—ps-ixo —...—2$ 70], 


X 
La" (8) — 5 (PEX (p)— pa (0) —2" (= —r° SE —2pX (p) + (0. 
L'équation (9) prend la forme 
— pe TEL —2pX (p) +2 (0) —2pX (p) +22 (0) =0 
ou 
dX (p) A __ 3x (0) 
NT Le” X (p)— E — 


En intégrant cette équation en tant qu'équation linéaire non homogène par 
rapport à X (p), on trouve 


xp + a 


d'où 2 (9 = 2 (0)+ Ci + 


représente la solution de l'équation de départ. 
EXEMPLE 5. Considérons l'équation de Bessel 


Lzr" (t) +  ( +(É—-n)r(h =0 (> 0, nr est un entier) (10) 
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et tächons de trouver sa solution qui vérifie les conditions initiales x (0) = ro, 
z' (0) = 1. 
Soit r (= X (p). Alors 


z'(H=pX (pre 2 (= pPX (p) — pro — n. 
Ensuite, 
a (= Te ppEX (p}= pro) = (pt 
t°x" (t)= dpi [P°X (p) — pro — 1] = dp {p°X (p)], 


tz' (t) = + [pX (p) —z0o) = ——— [PX (p)], 


et l'équation E devient 
L —— (P°X EE [PX (p)}+ SEL SR _ n2X (p)=0 
ou 


G+p) ÉD +8r 


Pour résoudre ne RS (11). Le une nouvelle variable indé- 
pendante et une nouvelle fonction cherchée au moyen des formules 


4 P EL LA nt) X (p)=0. (11) 


P —= sh u, X (p) TT 
Ainsi, l'équation (11) deviendra 
d° 
CMS ou 2æ — 
dus "+ " 


La solution générale de cette équation est de la forme 


Etant donné que p — sh u, on obtient ch u — VF + 1. Ayant en vue que 
sh u et ch u peuvent être exprimés par des fonctions exponentielles. on trou\e 


u — eu ut eu 
= — =p. LR = Vi 


d'où 
eu = Vr°+1+p, et = Vp°+1—p, 
et 


2=C1(VPS+1+p}r+Ca(V pr +T—pyr. 
Pour X (p), on obtient 


X (p) = ÈS 2 Vi à (12) 
Pour n—0, on tire à partir de (12) 
Ci+C2 …. 
X = —_———— — (C Co) Jo (t). 
PE EE  (Ci+ Ca) Jo (+) 


Si l'on choisit C; + C, = 1. on obtient la solution z (t) = J, (f) qui est nne 
fonction de Bessel de première espèce et d'ordre zéro. 


12—01485 
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En posant n = 1 eten choisissant C, == 0, C, = 1, on aboutit à la solution 
z(t)= Ji(t) de l'équation (10). 


Trouver les solutions des équations suivantes: 


742. tx + (2 — 1)z +L(t— 1)zx = 0. 

743. tx" + 2x = (. 

744. x" + (tt +1)zx +itz =0, r(0) =1, zx’ (0) — —-1. 

745. x" + (+ b)z' = 0, zx (0) = —1, zx’ (0) = 0 (b est un 
nombre réel quelconque). 

746. x" + tx" — (+ 1)z =0, zx (0) = x’ (0) = 1. 

747. x" — tx’ + nxz = 0, n est un entier, nr > 0 (équation de 
Tchébychev-Hermite) : 

a) x (0) = 1, zx'(0)=0, n = 2x; 

b) x (0) 0, zx’ (0) =1, nr =2k +1. 
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Si la fonction f (t) est continue sur [0, +), alors que la fonction q(?) 
est continüment différentiable sur [0, +), et si 


F(p=f{t)  D(p)=9 (1), 
alors 


t 
F (PO (pré | 10 pt —0 ar. 
0 


D'ici. d'après le théorème de dérivation de l'original, on tire 


{ 
PF (p)® (p) = f (t) @ (0) + | f(T)p'(t—7) dr. (1) 
) 


C'est l’ainsi appelée formule de Duhamel. 
On demande de trouver la solution de l'équation différentielle linéaire à 


coefficients constants d'ordre n 


Lil = ajz) (t) + az (1) +... +Ha,z(t) =f(), à 0. (2) 
à conditions initiales nulles 
z (0) = x’ (0) = ...—= r(-1) (0) = 0. (3) 
Supposons connue 1a solution de l'équation 
Lir]l = 1 (4) 


ayant le même premier membre et le second membre égal à l’unité et en pré- 
sence des conditions (3). Lorsque l’on passe aux équations opératorielles, on 
obtient (A (p) est un polynôme en p connu) 


A (p) X (p) = F (p) (5) 
pour (2) et 
À (p) Xi @=< (6) 
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pour (4). A partir de (5) on trouve X P= TE. tandis que de (6) on 
obtient A D = d'où X (p) = pX1 (p) F (p). Conformément à la for- 
mule (1), | 
t 
PXi1 (bp) F(p) = f (4) 1 (0)+ | f(t) zi (t—7) dr. (7) 


0 
Compte tenu du fait que x, (9) —0, on obtient 


t 
X ()=pXa tr) FE) | (D 2i 0 dr. (8) 
0 


D'ici on arrive à la solution r (t) de l’équation (2) en présence des conditions 
initiales nuiles (3) qui est de la forme 


t 
zx (t)= [ f(t)ritt—7T) dt, (9) 
fi) 
où x, (t) est la solution du problème (4)-(3). 


EXEMPLE 1. A l'aide de la formule de Duhamel, résoudre l'équation 
ci-dessous compte tenu des conditions initiales indiquées: 


z" (4) —z D. zx (C)—=z" (0) =0. 


1+et 
SOLUTION. Considérons le problème auxiliaire 
x (tb —n(t) = 1, z1 (0) = z3 (0) = 0. 
Au moyen de la méthode opérationnelle, on trouve 
; 1 
\ (p) — 2 


p (p®°—1) ” 


d'où 


z(t)= \ shtdt=cht—1. 


Or + 


D'après la formule (9), on a 
t 


z (t) = | 
0 


e 


1 1+ ef 


L'exigence qui implique la nullité des conditions initiales n'est pas es- 
sentielle : en effectuant un simple changement de la fonction cherchée, on peut 
ramener le problème à conditions initiales non nulles à un problème doté de 
conditions initiales nulles. Illustrons cette affirmation à l’aide d’une équation 
différentielle d'ordre 2. 

Supposons qu’il nous faut trouver la solution de l'équation 


a07" (1) + az" (0) + ax (0) = f (1), (10) 
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qui vérifie les conditions initiales nulles 
x (0) — rs. zx (0) = 2. 
Posons 
y &) = rt) — 79 — nt. (11) 
Alors 
y O=z (DO —n, y" = x" (+) 
et l'équation (10) prend la forme 
aoÿ" (t) + &y" () + ay (0 = fi (), 


fa () = f(E) — air — aoto — aanit. 
Ensuite, en vertu de (11), 
y (0) = x (0) — r9 = 0, y" (0) = zx” (0) — x = 0. 
De cette façon, on aboutit au problème de Cauchy suivant : 
aoÿ” (4) + y" (1) + ay (0 = fa (0), y (0) =0, y" (0) =0 


à conditions initiales nulles. 
EXEMPLE 2. A l’aide de la formule de Duhamel, résoudre le problème 
de Cauchy suivant : 


-{ 
2H ter te (12) 
zZ (0) = —2, z. (0) = 1. (13) 


SOLUTION. On ramène le problème (12)-(13) à un problème à conditions 
initiaies nulles. A cette fin, on pose 


yO=z(t +2—-t. 
Alors 
y'&=z ()—1, y = z" (0), 
gt l'équation (12) devient 


-t 
"(+27 (+= Er » 


y (0) = 0, y’ (0) = 0. 
En résolvant ce dernier problème à l’aide de la formule de Duhamel, on 
trouve 
y=e-t[t — In (4 + t)]. 
La solution du problème initial (12)-(13) sera donc 
z(h=etftt—-int+t]l—2+t. 
A l’aide de la formule de Duhamel, résoudre les équations sui- 
vantes compte tenu des conditions initiales indiquées: 


748. f—2 — z (0) = z’ (0) =0. 


et 
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749. 2422 +=, z (0) — x’ (0) — 0. 
750. zx”—z1"— Er x (0) = x” (0) — 0. 
751. z"—2 TR : z (0) = x’ (0) - 0. 
792. z"+zx rt x (0) = x’ (0) — 0. 
753. dr pr z (0) = x" (0) = 0. 
754. RL er x (0) =zx" (0) = 0. 
755. dre x (0) = z’ (0) 0. 
756. z'—x—tht, x (0) -=z" (0) —0. 
757. gr, z (0) = z° (0) = r” (0) = 0. 


$ 17. Résolution d’un système 
d'équations différentielles linéaires 
au moyen de la méthode opérationnelle 


La résolution d'un système d'équations différentielles linéaires à coeffi- 
cients constants avec l’utilisation des procédés du calcul opérationnel est entre- 
prise en suivant le même chemin que celui qui aboutit à la solution d’une seule 
équation différentielle. 

On demande, par exemple. de résoudre le système d'équations différentielles 
d'ordre 2 
n 


d?r dx ; 
D (aix + bin + cn) =: (1,2, nm) (0 
k=1 
où a;p. bin, ci = Const, les conditions initiales étant 
TR (0) = ax, zx (0) = Bg- (2) 
En désignant par X, (p) et par F; (p) les images de x, (!) et de f; (t), on passe, 
compte tenu de (2), du système (1) au système opératoriel 


n n 


D Canp°+binp+cin) Xn @)=Fi(p)+ D Lainp+bin)@n+anBxl (3) 
Ram i R=1 


=; 2 55h); 


En résolvant par rapport à X}, (p) le système (3) en tant que système d’équa- 
tions algébriques linéaires, on trouve d'abord X, (p) et, ensuite, leurs originaux 
sn (t) (k = 1, 2, ..., n). Les originaux ainsi obtenus constituent la solution 
du problème de Cauchy posé pour le système (1). 
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EXEMPLE. Résoudre le système d'équations 


—=3(y—zx+:), z(0)=0, zx’ (5) =0, 


z” 
y=2z—Yy, y (0)=0, y" (0) = —1, 
= —2, 2 (0)=1, :7 (0) =0. 


SOLUTION. En passant au système opératoriel, on trouve 
pPiX=3(Y—X+2), 
prY+i=X—7Y, 
p°Z —p= —2Z, 


X(p=7r(t)  Y(p) =; Z (p) =: (1). 


En résolvant le dernier système par rapport à X (p), Y (p) et Z (p), on 
obtient 
3 (p—1) 


_ 3 (p—1) 1 
LOST A 


Y = DIN INT DT PS 1 £ 9 
(P} p°(p*+1)(p°+4)  p*+1 
P 
Z = ————— |, 
La recherche des originaux de X (p), Y (p), Z (p) donne 


zO=+ (1 = cus 2++ sin 2t, 


4 
TE U—n++ cos 2 —— sin 2t—cos !, 
z (t)=cos t. 
Résoudre les systèmes d'équations suivants: 
z'+y=0, 
758. D z(0)—1, y(0)= —1. 
z+z =y+e", 
759. A 20 z(0)=y(0)=1. 
z'—y"— 2x + 2y = 1 — 021, , 
760. + y'+z=0, zx (0) = y (0) zx’ (0) — 0. 


26: z'—3z +2z+y —y—=0, zxz(0)—zx (0) —y" (0) — 0, 
OU —z'+z+y"—5y"+4y=0, y(0)=1. 
ZT = — y, 
762. 2249, *(0=Y(0)-1. 
2x" —x + 9z—y"—-y —3y=0, zx(0) =x" (0) —1, 
163. | 22" +z + 1z—y"+y —5y =0, y‘0)=y" (0) =0. 


&17] RÉSOLUTION AU MOYEN DE LA MÉTHODE OPERATIONNELLE 183 

z'+y —y=e, 

764. | y Opecost, x (0) = y (0) — 0. 
z'=—rc+y+s+e, 

765. y'=xz—-y+z+est, x (0) = y (0) = z (0) — 0. 
Z'=2z+y+z+4, 
z'= —y—2, 

766. y" —=—x—2, z(0)— —1, y(0)=0, z(0)= 1. 
2 = —T—Y, 
z'=y+z, 

767. y'=3z1z, x(0)—0, y(0)—1, z(0)—1. 
2° = 3x +y, 
z'=3y—7xz, 

768. | PT x(0)—=1, y(0)-:1. 
z'=2r7—y+2, 

0. | y'=2z+2, z(0)—1, y(0)=1, z(0)—-0. 
z'—= —3z + y — 022, 
z'— —2x—2y —4z, 

770. y'—=—2x+y—2z, zx(0)=y(0) = z(0) = 1. 
z'—5z+2y+7:, 
1 — —2z+y+zti, 

771. Ly =xz—-y+z+ts, z2(1)=y(1)=2(1)=0. 
12 =xz+y+z+ A, 
Lo = — Co, 

772. | SN z, (0) = 1, 
Th CL, SCT, z, (0) —x(0)=...-=2x, (0) - 0. 

773. vdi den z (0) = y (0) — 0. 
3tx'—2x +y—2, 

774. 2ty =z+3y +2, z(1)=y(1)=2(1)=1. 
Gtz = —z+1y+ 52, 

z'—xz—2y=t, 
775. EU ee) x(0)=2, y(0) —4. 
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776. Un électron sort de l'origine des coordonnées à une vitesse 
initiale v, dirigée suivant l'axe Or. Trouver la loi du mouvement 
de l’électron si l'intensité du champ magnétique H reste invariable 
et est dirigée perpendiculairement au plan xOy. 

777. Un obus quitte le canon à une vitesse initiale v, (m's) 
étant lancé sous un angle de 4%° par rapport à l'horizon. En négli- 
geant la résistance opposée par l’air, trouver l’altitude maximale 
atteinte par l’obus et son point d'impact. 

738. Un électron se déplace dans un champ magnétique d'’inten- 
sité constante H. Trouver la trajectoire décrite si la vitesse initiale 
Vo forme un angle & avec la direction du champ. 

779. Trouver la loi du mouvement d'un point matériel pesant 
lancé à une vitesse initiale v, sous un angle & par rapport à l’hori- 
zon si la résistance opposée par le milieu ambiant est proportionnelle 
à la puissance 1 de la vitesse (F — mkv). 

780. Une particule de masse m et de charge e sort de l’origine 
des coordonnées à une vitesse (u, O0, 0). La particule est soumise 
à l’action d’un champ magnétique constant H, dirigé parallèlement 
à l'axe Oz, et de la résistance opposée par le milieu ambiant kmv 
(v est la vitesse de la particule). Montrer qu’à l'instant t les coor- 
données de la particule sont données par les relations 


re—kl . 
z = Rene (e*!— cos À +— sin M), 
, “hi ; 
y — — ir + Er (A cos At + k sin At), 
où À — 2, c étant la vitesse de la lumière. 


781. Une particule se déplace dans un milieu résistant, qui exerce 
sur elle une action F = 2Àv (v est la vitesse de la particule), et 
est attirée par le point (0, 0) avec une force p°r (m = 1). Au point 
(a, 0) la vitesse de la particule est égale à v, et est dirigée parallèle- 
ment à l'axe Oy. Montrer que pour u > À, la trajectoire de la parti- 
cule est définie par les équations 


À . a Do, 452. 
xz— ae”?! | cos ot +— sin ot | : y=— e"}t sin œt, 


où & — Vu* — À?, r étant la distance entre le point en mouvement 
et le point (0, O). 

782. Un point matériel À de masse » qui se trouve à une distance 
a à l’axe Ox possède une vitesse initiale v, dirigée parallèlement 
à l'axe Oz. Le point À est attiré par l’axe Oz avec une force F directe- 
ment proportionuelle à la distance qui le sépare de cet axe; la cons- 
tante de proportionnalité est égale à mk*. Trouver l'équation du 
mouvement du point et la trajectoire qu'il décrit. 
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$ 18. Résolution des équations de Volterra 
à noyaux de type spécial 


On appelle ‘quation intégrale une équation dont la fonction inconnue se- 
que sous un signe d'intégration. Par exemple, la résolution du problème de- 
Cauchy 


y = f(x, y), 1 (Xo) = os 


se ramène, comme on le sait, à la résolution de l'équation intégrale suivante : 


y= | 16e, 9) +0 
XO 


Si la fonction inconnue y qui figure dans l'équation est une fonction linéaire 
l'équation intégrale est également une équation linéaire. 
L'équation du type 


b 
y(z)=f a+ | K (x, t)y(t) dt (1} 


(a et b sont des constantes) est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm. 

de deuxième espèce. Ici À (x, t), f (x) sont des fonctions données. alors que y (x) 

est la fonction inconnue. La fonction K (x, t) est appelée noyau de l'équation (1). 
L'équation 


y@=f (+ | Ke ya C2) 


«: 


est appelée équation intégrale linéaire de Volterra de deuxième espèce. 

Si dans les équations ({) et (2) on a f (r) = 0, ces équations sont dites. 
homogènes. 

Si la fonction inconnue y (x) ne figure que sous le signe d'intégration. on 
a respectivement affaire aux équations de Fredholm ou de Volterra de première 
espèce 


b x 
| K (x, t)y(t) dt= f(x) ou À K (x, t)y(t)dt=j (x). 
a a 
Les équations de type 
p + | & (e—0 gt = (6) (3) 
0 


dont le noyau À (rx — !) ne dépend que de la différence des arguments. représen- 
tent une classe importante d'équations de Volterra. Parfois, on les appelle- 
équations de type convolution. 

Soit donnée une équation de Volterra de type convolution 


x 


pH=s a+ | KE-nç wa (&) 
0 


Supposons que les fonctions f (x) et X (zx) soient assez lisses et que leur ordre de- 
croissance soit fini pour x > 0. Dans ce cas, œ (x) présente un ordre de crois-- 
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sance fini pour z > 0, ce qui signifie que l’on peut trouver les images des fonc- 
tions f, A et œ (selon Laplace). Soient ® (p) = (2), F (p) = f(x), L(Pp) = 
— K (zx). En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de 
4'équation (4) et en utilisant la formule de convolution (cf. $ 14, IX), on obtient 


© (p) = F(p) + L (p) © (p), (5) 
d'où 
DE à L(p) Æ 1. (6) 


Pour © (p), on trouve l'original œ (x) qui représente la solution de l’équation 
intégrale (4). 
EXEMPLE 1. Résoudre l'équation intégrale 


X 


@ (x) = cos z + | (zx —t)® (t) dt. (7) 
0 


SOLUTION. En passant aux images et en considérant l'intégrale comme 
ane convolution de fonctions, on obtient en vertu de la règle de l’image d'une 
convolution 


(= + D (p) (8) 
d'où 
ps 
POESIE du 


On trouve l'original de ® (p) et l’on aboutit ainsi à la solution de l'équation 
dntégrale (7) 


p (x) =+ (cos z+- ch x). (10) 


Résoudre les équations intégrales : 


x 


783. w(x)=sinr+ | (z—t)p(t)dt. 
784. pi) =z++ | (x—t}p(t) de. 
0 


785. p(z)=z+ | sin(r—t)p(t)dt. 


[U 


786. (x) = cos x + | e“-‘q(t) dt. 


787. px) = 1+ x + | cos (x —t) q (£) dt. 


OCns— [ OT oh 
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790. @(z)—z+2 | [(z—t)—sin(z—-t)](t) dt. 


Qt # 


791. p{x)=sinz+2 | cos(z—t)p(t) dt. 
û 


192. p(r)—1—2z— 472 + | [3+6(z—t)—4(z—t)?] œ (t) dt. 


0 


793. p(a=1++ sin 2(7—t)œ(t) dt. 


794. @(z) —e*—2 \ cos(z—t)œp(t) dt. 


795. p{z)=1++ | (x— 1) (+) dt. 


Oh ot" h C'—, À 


796. (x) =z— | sh (x —t) p(t) dt. 
0 


797. p(x)=shr— ch(r—t)p(t)dt. 


D'une façon on arrive à résoudre les équations intégrales de 
Volterra de première espèce, dont le noyau X (zx, t) ne dépend que de la diffé- 
rence zx — {, c'est-à-dire les équations de type 


z 
| K(r—t)œ@({t)dt=f (x), (11) 


où f (x) est la opetQn connue, p (zx) étant la fonction que l'on cherche. Dans ce 
cas, on pose X (z, z 0. 

Soient F (p) = f (2), L(p) = = K (x), O (p) = = (x). En appliquant aux deux 
membres de l’équation (1) la transformation de Laplace et en utilisant le théorèé- 
me de convolution, on obtient 


L (p):® (p) = F (p), 


188 CALCUL OPBRATIONNEL (CH. II 


d'où 
F (p) 
L(P) : 


L'original de la fonction © (p) sert de solution q (x) de l'équation (11). 


D (p)= L(p) £ A. 


798. | es-tp (t) dt = x. 799. [Jo (z—t)p(t)dt=sinz. 
0 0 

800. \ cos (z—t)œ(t)dt=sinx. 801. \ ex-tp(t) dt =sinz. 
û 0 
EL x 

802. | cos(z—t)p(t)dt=—zx tx. 803. | e-(x-Nop (t) dt = z2e7. 
0 0 
Ce + x 

804. | ch(z—t)p(t)dt=shz. 805. | ch(z—t)œ(t)dt = z. 
0 0 


Appliquons maintenant la méthode de résolution des équations (4), (11) 
examinée ci-avant aux systèmes d'équations de Volterra de type 


pmo=h@+X) VKknte-nouta G=12.., 9 (2 
k=1 0 


Si l’on effectue la transformation de Laplace dans les deux membres de l’équa- 
tion (12), on obtient 


Di(r)=Fi(p)+ D Lin) On (p) (=1,2, ..., s). 
Rk=1 


En résolvant ce système d’équations, qui est un système linéaire par rapport 

à ©, (p), on trouve ®, (p) (i = 1, 2. ..., s) dont les originaux représentent 

justement la solution du système d'équations intégrales initial (12). 
EXEMPLE 2. Résoudre le système d'équations intégrales 


æ E 4 

Pi(z)=2z+ | e(x-0@p, (t) dt + | (z—t) P2 (+) dt, 
0 0 

| x * 

{ P2 (x) = 1+ | sh (z —t) Pi (t) dt — | e(x-1)p: (t) dle 
0 0 


SOLUTION. En passant aux images et en faisant appel au théorème de 
convolution, on obtient (®, (p) = 1 (x), De (P) = Pa (x)) 


1 
D = rt Da (PE De (P) 


Da (= + Pi (PI — 


1 
p—1 D: (P), 
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D pp 2 pr 
DE T=nernt == EE 


On trouve les originaux de ®, (p) et de ®, (p): 


P1 (x) =1++ ++ sin + cos x, 


Pa (z) = (cos z+ ch z) —sin z. 


Le système de po P1 (x) et Pa (x) est la solution du système d'équa- 
tions intégrales de départ 


Résoudre les systèmes d'équations intégrales suivants: 
{ x x 


qu(s)=1—2 À etx-0p, (4) de + À 2 (8) dé, 


806. L . 0 
pat) = 42 | q,(e) dt + 4 À (— 15) qe (0) dt. 
U 0 0 
pet [etat | ex-n, (+) dt, 
807. , - ° : 
| ve (a) = —z— (z—t)q,(t)dt+ | po (t) dt. 
0 
pa =z+ | qi(t) a+ | (&—t) pa (t) dt, 
808. | | on. 
| qe) = 1— À ets, (6) dé + À pe (9 dr. 
U 0 0 
Pa (x) = € — | Pi(t)dt+4 | etx-t)@p, (t) dt, 
809. : 0 - 
(z)=1— À e-e-0p, (9) dt+ À p,(H dt. 
ù Û 
qua) = 22— | (e— 9) qi (dt + | a (t) dt, 
810. ° 


ÊCE —2—4 Pi(t) dt +3 (z— t) p: (t) dt. 


pe) 0 
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{ x x 
= | (rot) dt—4 | (dt, 
811. 1 : 9 
| . < 
| Pete) 1— | ot) dt— | (æ— 1) pate) dt. 
\ 0 0 


$ 19. Equations différentielles à argument retardé 


Certains problèmes techniques sont liés à la résolution des équations diffé- 
rentielles dont la fonction inconnue figure à valeurs différentes de l'argument. 
Par exemple, 


zH=p{tz(t), z(t— + (t)), (1) 
z(= pt z), st —T((t), à (t — +(t))). (2) 
z(D= pl, z(), z (0), z (6 — 0 (1), à (8 — Te (0). (3) 


Ces équations sont appelées équations différentielles à argument dévic. Si 
T; ({) sont constants, on a affaire aux ainsi appelées équations différentielles aux 
différences. Si t; > 0 et que la dérivée d'ordre supérieur ne figure dans l'équation 
différentielle aux différences qu’à une seule valeur de l'argument, qui n'est 
pas inférieure à toutes les autres valeurs des arguments des fonctions et des 
dérivées contenues par l'équation, il s'agit d'une équation différentielle à argu- 
ment retardé. 
Soit donnée une équation différentielle à argument retardé et à coefficients 
constants de la forme 
ni 
a) (t)= D ane) (t— Tr) + j (1), (4) 
R=0 


où a, = const, 7T, = const > 0 (0<t< +). Pour simplifier l'exposé, 
nous allons utiliser des conditions initiales nulles 


z(0)= zx (0)=...—= z2(1-1 (0) = 0. (5} 
On suppose en outre que 
z(=z (=... .=2nD (th =0 pour t< 0. 


En appliquant aux deux membres de l’équation (4) la transformation de Laplace 
et en faisant appel au théorème de retardement (cf. & 14), on obtient l'équation 


opératorielle suivante pour X (p) — rt): 
n— 1 
prX(p}= S axpkX(phe "#+F(p), où  F(p=f(t). (6) 


d'où 
F 
X (P)= a _— . (7) 
pn— DS agphe ‘# 
En trouvant z (!), qui est l'original de X (p) définie par la formule (7), on ob- 
tient la solution de l'équation (4) qui satisfait aux conditions initiales (5). 
EXEMPLE 1. Résoudre l'équation 


z'(=z(t—1) +1, z (0) = 0. 
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SOLUTION. En passant aux images, on a 


pX (p)= X (p) e-P+ _ | 


d'où 
1 1 1 1 
OT R=T  L — 
P 
{ eP , e”°P e-np 
(eg see). 
Pour z(t), on obtient 
1 
z(t)=in()+sr(t—-1}nt—1)+... 
(e—kn+1 
nn nat D EEE n(t—k). 


Résoudre les équations suivantes: 

812. x” (t)—zx(t—1) —=t, zx (0) — x (0) = 0. 

813. x” (t) — 2x (t — 1) =1t, zx (0) = x° (0) = 0. 

814. 2° (4) = 2x (tt —1)—r(t—2) +1, x (0) = zx (0) — 0. 
815. z” (t) + 2x (tt — 2) +x(t— 4) =1t, x (0) = x (0) = 0. 

Dans le cas des processus à effets ultérieurs décrits par des équations diffée 
rentielles à argument retardé, on rencontre souvent des problèmes posés comme 
suit : 

Trouver la solution zx (t) d’une équation pour t > to, la fonction z (t) étant 
donnée pour tous les t < {, pour lesquels les valeurs de z (t) influent sur les. 
valeurs successives de la solution si t > 0. | 

On propose, par exemple, de trouver, pour t >1t,, la solution continue: 
z (t) de l'équation 

z(t=f{(t, z(t}, z(t—7T))}, +> 0 = const, 


Il! 


si l’on sait que x (t) = p({) pour 4 — TT << to. 

Ici œ (t) est une fonction continue donnée appelée fonction de départ. Le. 
segment [?, — +, ?,)] sur lequel est donnée la fonction q (1) est appelé ensemble 
de départ. 

A l’aide de la transformation de Laplace, on peut aussi entreprendre la 
recherche de la solution de l'équation linéaire (4) à coefficients et retardement. 
constants dans le cas où la fonction de départ n'est pas identiquement nulle. 
Montrons ce qui vient d’être dit à l’aide de l’exemple ci-après. 

EXEMPLE 2. Résoudre l'équation 


zh =z(t—1),, pmi, —1<1<O. 
SOLUTION. 
2HO=XGE), 20 pX (p) — 2 (0) = pX (p) — 1. 
En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de l'équation 
initiale, on trouve 


pX (p}—1= \ e-Ptr(t—1)dt. 


D) 8 
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Le changement de variable t — 1 = z donne 


co oo 0 oo 
fentz(e1 dt — | e-P(?+*l)z(:) ds =e"P | e-Pi r(s)dz+e-p Î eve 2 (9) dz = 
‘0 1 —1 0 


___ -p e”PT |:=0 . 
dre us me Pr (Die 
<ar xz(z)]= 1 pour —1<3<0. Finalement, on a 
1—e-P , 
PX (4 = —+ er X (p). 
D'où 
| 1— ee"? 1 1 —e-P 
CE  — — 
(p) p—e"P En p(p—e"P) 1-2" > te 
P P 
| e”P ee“? e”kP 
==z— (1 — + . : 
(+ ++ )+ 
(1 — e”P) e”P e”kP = 
RE (++ ++. )= 
| 1 , e-P e”hP 
Dh Ep dE pr 


En trouvant l'original de X (p), on obtient la solution de l'équation initiale 


UE k 
2 = GHDn + D ne r+ 0. 
k=2 
Résoudre les équations suivantes: 
816. zx (t) =z(t — 1), pt)=t, —1<1t<0. 
817. z'(t)=x(t—-1)+t, ptl=i, —-1< 40. 


818. z' @+z(t—5) =0, q(t) = cost, —5<t<0. 


$ 20. Résolution de certains problèmes 
de physique mathématique 


Nous allons nous limiter au cas où la fonction inconnue uw dépend de deux 
variables indépendantes x et t. La variable x sera considérée comme étant 
une coordonnée spatiale, tandis que la variable t désignera le temps. 

Examinons, par exemple, l'équation de la chaleur 


ôu d°u 
Ge 07 +f(, 0) (D 


{a° est une constante). 

Examinons le premier problème aux limites concernant l'équation (1): 
on se propose de trouver la solution u (r, t) de l'équation différentielle (1) pour 
0<z<lett > 0 qui vérifie la condition initiale 


u (x, 0) = p (x) (2) 
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et les conditions aux limites 
u (0, t) = Ÿ1 (4), u (!, t)=VŸ2 (4). (3) 


Supposons que u(x, t), 9 et f(x, t) considérées en tant que fonctions 


de t sont des originaux. Désignons par 


[. «) 
U (p, x) = | u(z,t)e”pPt dt (4) 
0 
l'image de la fonction u(x, t). Alors 
ou .( du au Eu .dU 
a —— pp { = ——— Son 5 mms 
ôx * | etai dz ? 027®° dr” (6) 


D’après la règle de dérivation des originaux et compte tenu de la condition 
initiale (2), on obtient 


ou 


PU —(). (6) 
Supposons que +. (f) et Ÿ, ({) sont des originaux et que 
Vi ()=Y1 (), Va () = Ya (). (7) 
Alors les conditions aux limites (3) donnent 
UIxeo = ip), Um = Wa (p). (8) 


La méthode opérationnelle ramène de cette façon la résolution du problème (1), 
(2), (3) à la résolution de l'équation différentielle ordinaire 
LS d'U e 
ds —PU+pGE+F(, p)=0 (9) 


à conditions aux limites (8), où F (x, p) —/ (x, t). Après avoir résolu le problè- 
me (9), (8) et effectué l’inversion correspondante de la solution obtenue, on 
trouve la fonction w (x, {) qui représente la solution du problème (1), (2), (3). 
D'une façon analogue, on arrive à résoudre les autres problèmes aux limites 
posés pour l'équation de la chaleur, de même que les problèmes aux limites 
concernant l'équation des cordes vibrantes 


0? 0? 
= + (z, t), (10) 
l'équation des télégraphistes 
ô? 9° (4 
eo at 8) 27 au =0 9 


et d’autres équations de type plus général. 
PROBLÈME. Les extrémités d'une corde z=—0et z—7/ sont fixés. 
L'écart initial est donné par l'égalité u(z, 0) — À sin © (0L2<)). La vi- 


tesse initiale est nulle. Trouver les écarts u(z, t) pour 10. 
SOLUTION. Le problème posé se ramène à la résolution de l'équation 
différentielle . . 
u ou 
da 06 (12) 


13—01485 
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à conditions initiales 
u (z,0)— A sin, EI _, 
et à conditions aux limites 
u(0,t)—=ui(l, t)=0. (14) 


En passant aux images, on obtient 


d'U P? PA . z = 
de ob 4 ) 
Ulzx-o=Ulx-1=0. (16) 
En résolvant l'équation (15), on trouve 
U(z,p}=CieP*la LC, e PX/a D ÊP sin — 
p°+ n 
Compte tenu des conditions aux limites (16), on a 
U(s,p}=—#P— sin LE. 
PF + —5 
L'original de U (zx, p) est la fonction 
rat L LE 2 


u (x, t)— A Se Sin, 
qui représente la solution du problème posé. 


Résoudre les problèmes suivants: 


819. ke (2>0, 10), u(0, t)=uw, u(z, 0)=0. 


820. ke (z>0, 10), u(0,1)—0, u(z, 0)=u.. 


821. Up (r>0,1=>0), u(0, t}—=acosot, 


“ot ES 
u(z, 0)=0. 
ou od°u : 
822. sr =À EE (2> 0,10), u(0, t)=asinot, 
u(r, 0) =0. 
ou ôd°u 
823. kr (x>0, 10), u(0, t)—=œpt(t), u(x, 0)=0. 


824. Trouver la répartition de la température dans une tige 
0 < x < l compte tenu des conditions suivantes : le flux de chaleur 
ne traverse pas l'extrémité x = 0 ; l’autre extrémité x = ! conserve 
invariable sa température u,; la température initiale de la tige 
Up —= Const. 
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825. Trouver la répartition de la température dans une tige 
semi-limitée avec rayonnement de la chaleur par son extrémité 
gauche dans un milieu de température nulle si l’on sait que la tem- 
pérature initiale de la tige u, = const. 

826. Une tige de longueur Z dont l'extrémité x = 0 est fixée 
se trouve en état de repos. Au moment & = 0, une force F est appli- 
quée (par unité de surface) à l'extrémité libre de la tige suivant 
son axe. Déterminer les vibrations de la tige. 

827. Une tige est suspendue verticalement étant coincée de façon 
que les écarts de tous ces points sont nuls. Au moment # — 0, la 
tige est libérée ne restant fixée que par son point supérieur. Trouver 
la loi des vibrations de la tige. 

828. Résoudre l'équation 

2 2 
= tte) 
si les conditions initiales et aux limites sont nulles 


| —=0, u(0, t}=u(l, t)—0. 


u |; 0 —=0, "ot 1-0 


829. Une corde homogène dont les extrémités z = 0 et zx = 1 
sont fixées prend au moment initial la forme d’une parabole symétri- 
que par rapport à la perpendiculaire qui passe par le point x = l/2. 
Déterminer les écarts des points de la corde par rapport à la position 


rectiligne d'équilibre en supposant que les vitesses initiales sont 
nulles. 


$ 21. Transformation de Laplace discrète 


Soit ou fonction à valeurs complexes j ({) d’un argument réel t définie 
pour t > (. 

Considérons la suite {f (n)} (n = 0, 1, 2, ...) qui sera désignée tout 
court f (7) et appelée fenction discrète. Pour la fonction f (n), la fonction f (t) 
est une fonction génératrice. De cette façon, l’argument de la fonction discrète 
ne prend que des valeurs entières, de plus la fonction discrète s'annule pour les 
valeurs négatives de l'argument. 

Nous allons appeler transformation de Laplace discrète de la fonction discrète 
f (n) la fonction F* (p) d'un argument complexe p = s + io définie par l'égalité 


F*{(p}= ÿ e-nPf(n); (1) 
n=0 


on suppose que la série figurant au second membre est couvergente. 
La fonction f (7) sera considérée comme étant un original ayant pour image 
la fonction F* (p), et l’on écrira 
F*(p)}—f(r) ou  f(n)—F*(p}. 


La valeur de Re p = s* pour laquelle, si Re p = s > s*, la série (1) con- 
verge, alors que, si s << s*, cette série diverge est appelée abscisse de convergence. 
La fonction F* (p) est une fonction périodique de période 2xi analytique dans 
le demi-plan Re p > s*. 


13° 
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Si la fonction discrète f (n) vérifie la condition 
[f (n)l < Mekon (2) 


cela signifie que l'abscisse de convergence s* >> À, et, par conséquent, que l'ima- 
ge d'une fonction pareille existe. Généralement parlant, toute fonction f (t), 
qui est un a Her pour la transformation de Laplace habituelle, engendre une 
fonction discrète f (n) pour laquelle est définie la transformation de Laplace 
discrète F* (p). 

EXEMPLE 1. En faisant appel à la définition donnée ci-dessus, trouver 
l'image de la fonction 


fn) = en. 
SOLUTION. Ii est évident que cette fonction satisfait à la condition (2) 
pour À, = i et M >> 1 arbitraire. Cela veut dire que son image existe. D'après 
la formule (1), on trouve 
© où { 
F * (p)= ” e” Pr en — >» e”(1+p)}n — T—e-G+P) 
n=0 n—=0 


(Re p>—1). (3) 


Remarquons que la fonction discrète f (n) — e"? n’a pas d'image, car son 
abscisse de convergence s* est égale à l'infini. 


En utilisant la définition formulée, trouver les images des fonc- 
tions suivantes : 
14 pour n>0, 
0 pour n<0. 
831. f (n) = n. 832. f (n) = een. 
833. f(rn) =a" (a >0,a-1i). 
PROPRIÊTÉES PRINCIPALES 
DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE DISCRÊTE 


I. PROPRIËÊTÉ DE LINÉARITÉ. Pour n'importe quelles constantes 
complexes « et 


830. f(n)}=n(r), où n(r)— 


af(n)+Bg(n) —aF*(p)+8G *(p). 


(Ici et dans ce qui suit, f (n) — F* (p), g (n) — G* (p).) 
EXEMPLE 2. Trouver l’image de la fonction f (n) = sin n. 
SOLUTION. D'après les formules d’Euler, 


ein—e-in | | : 
î mt = ns PTE mnt PAL: 
de Di à Xi ‘ 
On a 

e 1 n 
in — NP ei — —— An Sn 
es > FE 1 —e-(p-i)? Ie tPrD: 

—=0 


Conformément à la propriété de linéarité, 


1 ) ePsini 


. . 1 _ 
Pr 2 ce —e"(Pti)}  e2P—92eP cos 1 +1 ° 


$ 21] TRANSFORMATION DE LAPLACE DISCRÊTE 19% 


Trouver les images des fonctions suivantes: 

834. f (n) = cos n. 835. f (n) — sin an (&œ = const). 

836. f (p) = sh n. 837. f (n) = e" — 2e"/*. 

838. f (n) = cos? n. 

II. THÉORÈMES D'AVANCEMENT ET DE RETARDEMENT. Soit 
f(n) — F* (p) et soit k un entier positif. Alors 


k= 1 
f(n+k) —ekP [F*(p)— 2 e-mp f (m)]. (4) 
En particulier, si f(0)—f(1)—...—f (k—1) =0, 
f(n+k)—ehPF®(p). (5) 
D'une façon analogue, 
f(n—k)— eh? F*(p) (f(n—k) =0 pour n <k). (6) 
EXEMPLE 3. Trouver l'image de la fonction f (n) = e®-2 (pour n < 2, 


j (n) mm 0). 
SOLUTION. On a 
1 ep 


9 1e Pepe 

D'après le théorème de retardement, de (6) on trouve 
ep 1 

eP—e eP(eP—e)" 


en 


en-2 — e—2P 


Trouver les images des fonctions suivantes: 

839. f (r) = n (nr — k). 840. f (n) = eatn + 3), 

841. f (n) = sh 2 (n — 1)-n (nr — 1). 842. f (n) = (n + 2). 

III. THÉORÊME DE TRANSLATION. Si F* (p) —f(n), pour tout Po 
complexe, 


F *(p— po) — eP9" f (n). (7) 


EXEMPLE 4. Trouver l'image de la fonction f (n) = ne°". 
SOLUTION. On a 
..  e”P 
n — (1 —e-P} TE . 
D'après le théorème de translation, on obtient (p, = 2) 
e”(p-2) 


np — res 
OR He DE 


Trouver les images des fonctions suivantes: 

843. f (n) = e-" sin 2n. 844. f (n) = n'e*. 

845. f (n) = e“* ch n. 

IV. DÉRIVATION DE L'IMAGE. La dérivation de l'image se ramène 
à la multiplication de l'original par —n: 


—LF * (p}h 2 nf (n). (8) 
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Généralement, 
k 
LE *(p)} 5 (— 134 nh j (n). ( 
EXEMPLE 5. Trouver l’image de la fonction f (nr) = ne’. 


SOLUTION. On a 
eP 


.— eP—e ° 
D'après le théorème de dérivation de l’image, on obtient 
. d eP __. ep*i 
SN ÉTRS ‘dp (7 }= (eP—e)3 ° 


Trouver les images des fonctions suivantes : 
846. f (n) — n°et. 847. f (n) = n°. 848. f (n) = n sin (n£) ; 


V. THÉORÈME D'INTÉGRATION DE L'IMAGE. Admettons que la 
fonction discrète f (n) satisfasse aux conditions 


10 +0) __ 
f(0)=0, _. ra ——=0. (10) 
Alors 
LR À F#(p) dp, (11) 
P 


ce qui signifie que la or ca l'original par n correspond à l'intégration de 
l'image dans les limites de p 

REMARQUES. a) Pour $ (0) %æ 0, l'intégrale fi nt au second membre 
de (11) diverge, ce qui indique que le théorème d’intégration de l’image ne sera 


plus valable. 
b) Si 
f (®) | = je TO 
{ t=0 t—-+0 t LR 
alors 
LOL a+ (rs (pp. (12) 
P 
c) Si pour m—1, 2,..., k les conditions 
lim f () 0 
t-+0 LT 
sont vérifiées, alors 
L@e |... [rep dp .… de, (13) 
p P 
k 


donc la division de l'original par n* correspond à une intégration de l’image de 
Pp à © répétée k fois. 
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nm — 
EXEMPLE 6. Trouver l’image de la fonction discrète 2 ——-. 


SOLUTION. Soit f (n) = en — 1 — 
Voyons si les conditions (10) sont vérifiées. On a 


f(0)=0, 
14 — | 
lim TG) lim Cet Puus APRE lim (= 1) —=1—1—0. 
t-+0 t—+0 { t—+0 t 
On trouve l’image de la fonction 
n {nr — eP eP eP 


eP—e eP—1 (eP—1) ° 


Etant donné que les conditions (10) sont satisfaites, on a 
en—1—n . [ eP___. eP eP Fee 
n E | eP—e eP—1  (eP—1)° ] P— 
P 


=[ in (eP—e)—In (eP—1)+ FT | Re 


=[m£ PS4 Pal ds à 1 
Sert + Ed Dop—e eP—1° 
EXEMPLE 7. Trouver l'image de la fonction discrète her (x 0). 
SOLUTION. Posons f (n) = sh œn. On a 
10 rm shot 
(0 = 0 ; — li M . 
f (0) =0 nn a 5 0 
L'image de la fonction f(r#) sera 
. 1 ep eP 
PF at 


Trouvons maintenant l’image de la fonction donnée en utilisant la relation (12); 


© 
shan . 1 eP eP ) 
—————— —— ee nes d = 
P 


= + = [in (eP—e%)—In (ep —e ©)] ; 


À eP—e% lo 1 eP—e 
=a+—]n | =c+— In ——— 
+ 2 eP—e L LÉ eP—e 


Trouver les images des fonctions suivantes: 


849. La0, ai 850. SE (20). 


854, 1—Cosan 852. us 


ñ È n 
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. VI. DÉRIVATION PAR RAPPORT AU PARAMÊTRE. Supposons qu'un 
Rene et son image contiennent le paramètre e qui est indépendant de n et 
e p et soit 


F®(p,e)—f(n, e). 
Alors 
. 
oF Ge: e) _. of Ge) | 4) 
_u signifie que la dérivée de l’image par rapport à e est l’image de la dérivée 
e l'original par rapport à e. On admet que toutes ces dérivées existent et que 
te représente l'original. 
EXEMPLE 8. Trouver l’image de ne&* (« est un nombre réel). 
SOLUTION. On a <” ET —. Considérons « en tant que paramètre. 
D'après le théorème de dérivation par rapport au paramètre, 
re) Pet 
D'où 
ePeT 
Trouver les images des fonctions suivantes: 
853. f (n) = nr cos an. 854. f (n) = n° sh an. 
855. f (n) = (nr + 2) ch an. 


VII. INTÉGRATION PAR RAPPORT AU PARAMÊTRE. Si f{(n, e) — 


_. F* (p, &), où le paramètre e est indépendant de r» et de p (89 < 8 < À), 
alors 


an _» 


€ € 
EC e) de © | F+(pe)de, (15) 
to £o 


ce qui montre que l'intégration de l'original par rapport au paramètre e cor- 
respond à l'intégration de l'image par rapport au paramètre e. 


EXEMPLE 9. Trouver l’image de la fonction discrète IS 2 a l’aide 


de l'intégration par rapport au paramètre. 
SOLUTION. On a 


ePsine 
e3P—2eP cose+i ” 


Intégrons le premier et le second membres de cette relation par rapport au para- 
mètre e dans les limites de &, = 0 à e: 


sine n — 


eP sin & de 


€ e 
| sinen de — | PDP cose ti ‘ 
0 
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On obtient 
Î—cos en 1 e 
ae 2P— 9epP — 
: 5 In (e 2eP cos e +1) ; 
Donc, 


=+ [In (e2P—92eP cose+1)—Iin(e2r—2eP+1)]. 


1—cos en A, e2P— 2eP cos ei 
n ”. 2 è (eP—1)2 
Au moyen de l'intégration par rapport au paramètre, trouver 
les images des fonctions suivantes: 
een — eco chen—chn 
856.  —_— 857. a 
sin en sin(e—1)n-cos(eti)n 
858. —— 859. a  — 
THÉORÈME DE MULTIPLICATION DES IMAGES. Soient 
fan) Ff(p), fan) — F3 (p). 
Alors 
n ñn 
F?(p)-F2(P)— À filn—m)fi(m)= SN f1(m) fa(n—m). (16) 
m=0 m=—0 
EXEMPLE 10. Trouver l'original correspondant à l’image 


F*(p)= Es 


(eP—e) (eP—e"1) 
SOLUTION. L'image F* (p) peut être présentée sous la forme d’un produit 
de deux images 


ep . … eP 
Fi(p=-— er, F(p=— 
D’après le théorème de multiplication, 


en 
— € . 
— ei . 


en.e2 


F* (p) — >» e-men-m — en > e-2m — 


en 
m=0 


e—1  ei—1” 
m=0 


En utilisant le théorème de multiplication, trouver les originaux 
des images suivantes: 


eP e”P eP 
860. FF(P= ner. 61 FE 5 
eP e°P 
862. F* P)= per : 863. F*(p) — 


T(P— €) (er —1) : 
IMAGE DES DIFFÉRENCES. On appelle Dernee première d'une fonction 
discrète f (n) une grandeur désignée par le symbole Af (n) et définie par la rela- 
tion 
Af(n) = f{(n +1) — fj (n)- (17) 
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On appelle différence seconde A°f (n) une grandeur donnée par la relation 


A°f (n) = Af(n +1) — Af (n) (18) 
ou, compte tenu de (1%), 
Af (n) = fn + 2) — 2f (n + 1) + f (n). (19) 
En général, une différence d'ordre À Akf (n) est définie par la relation 
Akf (n) = Ak-1f (n + 1) — Ak-if (n) (20) 
ou 
k Q 
AXf (n)= D (—1) Cif(n+k—ÿ), (21) 
j=0 
où Cè = = RS sont des coefficients binomiaux. 


EXEMPLE 11. Trouver les différences pour la fonction f (n) = n°. 
SOLUTION. Par définition, la différence première sera 


Af(n)=2(n + 1)— 2n° = 2 (2n +1), 
tandis que pour la différence seconde on aura 
Mf(n) = Af(n+1)— Af(n = 2[2(Rr+1)+11]—2 (22 +1 = 4 


Il est évident que toutes les différences d'un ordre plus élevé seront nulles (com- 
parer avec les dérivées de la fonction f (t) = 2t°). 


Trouver les différences d'ordre 4 pour les fonctions suivantes: 
864. f(n) = 3n + 2. 865. f (nr) — e*". 866. f (n) = n° —n. 
Soit f(n) — F* (p). Alors 
… Af(n) 7 (eP—1) F* (p)—erf (0), 
Af(n) = (eP—1)$ F# (p)—eP (eP—1) f (0) —ePAf (0) 


et ainsi de suite. 
En général, 


k= 1 
AÀf (n) — CRE F* (p}—er Ÿ (ep—1)*-"-1AYf (0), (22) 
“So 
où l'on pose Af (0) = f ©. % . relation (22) on trouve 
. A‘f (0) 
F® (p)= —— 3 + r Lo {Akf (n)}, (23) 


où Lp {Akf (n)} est l’image de Af (nr) au sens de la transformation de Laplace 
discrète. 


Si, en particulier, AŸf (0) = (v = 0, k — 1), ce qui équivaut à 
f(O=f(1=...—=f{(k— 1) = 0, la Dre (22) se met sous une forme 
particulièrement simple 

Af (n) = (eP — 1)8F* (p), 
c'est-à-dire que la prise de la différence d'ordre k pour l'original correspond à 
la multiplication de l'image par (e? — 1)4. 
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EXEMPLE 12. Trouver l'image de la fonction f (n) = n°. 
Af (n) = 2nr +1, 
Mf(n) =2n+3—2n — 1— 2, 
Akf(n)=0 (k> 2). 
Ensuite, j (0) = 0, Af (0) = 1, Aïf (0) = 2. Si l'on pose dans l'égalité (23) 


= 3, on a 
f(n)— F*(p)= 
2 
___ ep AŸf(0) _ er 1 2 = 
7 eP—1 : (eP—1)Y  eP—1 (o+ TT (eP—1)? }= 
__ eP(eP+1) 
RCEUR 


Trouver les images des fonctions suivantes: 

867. f(n) =ns. 868. f(n= 12. 

869. f (nr) = (n — k)°n (nr — k). 

IMAGE D’UNE SOMME. Soit f (n) une fonction discrète dont l’image est 
f (n) T° (P). 


Considérons la somme 


ni 
D, f(m). 


mæ0 


Alors 


ni 
D, fm) — 


m=0 


F® (p) 
eP— 41 ? 


ce qui montre que la division de l'image par eP — 1 correspond à la sommation 
des originaux. 

En général, une sommation répétée k fois de l'original correspond à 
une division de l’image par (eP — 4)k. 
EXEMPLE 13. En utilisant le théorème de l’image d'une somme, trouver 
a somme 


n—1 
mer. 
m=0 
p+1 
SOLUTION. L'image de ne’ est égale à Tr: C'est pour cela qu'en 

vertu du théorème de l’image d’une somme, 
n—i 
\ - CL 


TR — 
2) (eP—e)?(eP—1) 
Mam0 
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e eP eP e—1 epti 1, 
—(e—1)2 [ eP—1  eP—e + e  (eP—e)° ]= 
ee € [y ons ED ne 
e (e—1)° [4 € + e 1. 


Par conséquent, 
= mn — e(1—et)+(e—1) ner 
» me TS M 


Trouver les sommes suivantes : 


n—i n—1 
870. D) m2. 871. D, mcosma. 
m=Û0 m—=0 
n—1 n—1 
872. D) m(m—1). 873. 2 e" cos ma (n>2). 
m=0 =0 


FORMULE D INVERSION. Soit une fonction discrète f (ñ7) qui a comme 
image la fonction F* (p p) d’une variable A a p = 6—+ it. En vertu de sa 
ériodicité (F* (p + 2xi) = F* Gp}, la fonction F* (p) est considérée dans 
Re inc ale —1r <Imp< 1. 
l'image * (p) est connue, ù original f (n) peut être trouvé à l’aide de la 
frale d'inversion 
c+ix 


[Fe (p)enP dp, (24) 


c—ix 


f)= 


où c est un nombre réel quelconque supérieur à l’abscisse de convergence s* 
Dans le cas où F*® (p) se préscnte sous la forme d’une fraction propre ration- 
nelle par rapport à eP, on a 


fin =Y Res [F* (p) e(n-1)p], (25) 
v Py 
où la somme: est étendue à tous les pôles de la fonction F* (p) disposés dans la 
Danse —1 < Im p< x et sur sa frontière Im p = x. Si p, est un pôle simple, 
alors 
Res{[F® (p)eP(n-1)]= lim [F*(p}(ep—e?)-ep(n-1)]; (26) 
Py PP, 
mais si p, est un pôle d'ordre r., alors 
Res [F* (p) ePtm nn] = 
Py 
n ry— 


. d 
EEE VIE en de PU LF* (p) (ep — e°v)"vepin-1)]. (27) 


EXEMPLE 14. À l'aide de la formule (25), trouver l'original qui cor- 
respond à l'image 
Fe 
PT ep 3er +2 : 
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SOLUTION. On trouve les zéros du dénominateur. On a e*P — 3eP + 2 = 
— 0, d'où eP — 1et ep — 2. Cela signifie que p, = 0 et p, = In 2 sont des zéros 
simples du dénominateur et. par conséquent, pour la fonction F* (p), ils sont 
des nôles simples disposés dans la bande principale. On trouve les résidus de la 
fonction F* (p) eP(n-1) par rapport à ces pôles. On a 


eP(eP—1) i epn 
Le p(n-1)] = |; a 0 | lim —=——>2==— 1; 
, [F* (p)e ] . (eP—1) (eP—2) 10 eP—2 
ep — 1 2 
Res (Fee D ee je, ee 
r=ln 2 pin2  (eP—1)(eP—2) 
epn enlnz2 ein 27 
PES ES SE ET 


pin 2 
D'après la formule (25), on obtient 
f(n) = —1 + 2n. 


EXEMPLE 15. En utilisant la formule d'inversion, trouver l'original 
correspondant à la fonction 
eP 


F*(p)=-35 
SOLUTION. La fonction 


F® (p) = 


ep 
(eP—1) (eP+1) 


présente deux pôles simples aux points p, = 0, p,: = ix de la bande principale 
—x<Imp< 7 On trouve 


Res [F* (phePtn-1)1= Jim 22 (P—1) PM 1 
= 7 p+0 (eP—1)(eP+1) 2? 
Res [F* RE (ep — ei) een 
RAA (p)e ne (eP—1)(eP+1) 


LL es 
in es 6 (=D 
Pix eP—1 et 4 2 ” 


D'après la formule (25), on obtient 
HO CUS 


Trouver les originaux correspondant aux images suivantes: 


874. F(p= gr. 875. F°(p) = ge 
2 
876. F*(p) = 877. FY(p)=——. 


ep €P 
878. F(P)= er on (@>0). 87. F*(p= x. 
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RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES 
À L'AIDE DE LA TRANSFORMATION 
DE LAPLACE DISCRÊTE 
Une equation du type 

F(n, f{(n), f(irn+1),..., f(n+h)=0 (28) 

ou 
F(n, f(n), Af(n), -.., Akf (n)) = 0, (29) 

où f (n) représente la fonction discrète cherchée, est appelée équation aux diffe- 
rences d'ordre 


L'équation du type (28) est ramenée à une équation du type (29) au moyen 
de la formule 


f(n+k) = f{(n) + CIAf (n) + CÉA*f (n) +... + Akf (n), (30) 

alors que la formule 
ARf(n)=f(n+k—CEf(ntk—1) + CH(n+k—2)—... + (—1)Aj(n) 
(& = 0, 1, 2, ...), (31) 


où CM — FGD.-CU-r T9 sont des coefficients binomiaux, donne 
la possibilité de ramener l'équation (29) à l'équation (28). 

Si l'équation (29) est une équation linéaire par rapport à f (n) et à ses dif- 
férences, elle est appelée équation aux différences linéaire. Une équation aux 
différences linéaire d’ordre k est de la forme 


boAf (n) + bjAR-If (n) +... + byf (n) = G (n), (32) 
où œp (») est la fonction discrète donnée, f (n) est la fonction discrète inconnue. 
bo- b1, . . ., by, étant des constantes, de plus b, 0, by, # 0. 


En remplaçant dans l'équation (32) les différences Af (n) (m = 1, 2, ... 
... k) d'après la formule (31), on obtient une autre présentation de l'équation 
aux différences linéaire : 


af (n+k)+afin+k—1) +... +'af(n) = op (n). (33) 


Si q (x) = 0, les équations (32) et (33) sont appelées homogènes. tandis que 
si q (1) sé O0, ces équations sont dites non homogènes. 

Une équation aux différences qui contient f (n) et f (n + k) est appelée 
équation aux différences d'ordre 4 (k > 0). De cette façon. pour a, # 0 et 
an . 0. l'équation (33) est une équation aux différences linéaire non homogène 
d'ordre k. 

L'ordre d’une équation aux différences ne doit pas oblizatoirement coïncider 
avec l'ordre de la différence la plus élevée qu'elle contient si l'équation aux 
différences est mise sous la forme (32). 

EXEMPLE 16. L'équation aux différences 


AŸf (n) + 4A*f (n) + SA (n) + 2j (n = 0 


dans a nr les différences ont été remplacées d'après la formule (31) est rame- 
née à la forme ; 


fii+3)+f(n+2)=0 ou f(a+1)+f(n) = 0, 
donc, c'est une équation aux différences du premier ordre. 


Déterminer les ordres des équations aux différences suivantes: 
880. A'f (n) + 4A*f (n) + 4A*f (n) — j (n) = 0. 
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881. A°f (n) + 3A°f (n) + 3Af (n) + f (n) = n° + 1. 

882. Af (n) + 2A*f (n) + Af (n) = 2". 

883. Af (n) + 4Aÿ (n) + 6A°f (n) + 5Aj (n) + 2f (n) = sin €. 

Si une équation aux différences d'ordre k est de la forme (32). ses conditions 
initiales sont données en tant que valeurs de la fonction discrète f (n) et de 
ses différences allant jusqu'à l’ordre (4 — 1) inclus pour n — 0; si l'équation 
est mise sous la forme (33). ce sont les valeurs de la fonction discrète f (n) pour 

= 0, 1, ..., k — 1 qui sont utilisées. 

La solution des équations aux différences linéaires à coefficients constants 
avec utilisation de la transformation de Laplace discrète est obtenue en suivant 
le même itinéraire que dans le cas où l'on a affaire à la transformation de Laplace 
classique. En appliquant la transformation de Laplace discrète aux équations 
susmentionnées et en utilisant les théorèmes de linéarité, d'avancement ou de 
l'image des différences. on arrive à une équation algébrique linéaire simple par 
rapport à l’image F* (p) de ia fonction inconnue f (nr), compte tenu déjà des 
conditions initiales. En résolvant cette équation algébrique par rapport à 
F* (p). on obtient la solution opératorielle de l'équation aux différences dont 
l'original sera la solution cherchée de l'équation aux différences de départ 
satisfaisant aux conditions initiales. 

EXEMPLE 17. Trouver la solution de l'équation 


f(in+—1)—ef(n) =1, f(0) —- 0. (34) 
SOLUTION. Soit f({(n)—F* (p). D'après le théorème d'avancement, 
fin +1) ePF* (p). 


En appliquant la transformation de Laplace discrète aux deux membres de 
(34), on obtient l'équation opératorielle 


P a eP 
ebF* (p)—eFr* b=—— , d'où FE 


La fonction F* (p) possède deux pôles simples p = 0, p = 1: 


s _ e eP _ —— 
a D (p) e(n-D?] D eP—e Fe 1—e ? 
en 
. [F* (p) e(r-DP] = 1 en-i = = 
Par conséquent, d’après la formule (25), 
en— 1 
f(n)= e—1 


Résoudre les équations aux différences linéaires homogènes : 

884. f (n + 1) — 2f (n) —0, (0) = 1. 

885. f(n +2) +2f(n+1)+f(n) =0, f(0)=1, fi 

886. f (n + 2) — 2f (n + 1) + 2f (n) = 0, f (0) = 0,7 (1 

887. f (n + 3) — 3f (n + 2) + 4f (n + 1) — 2} (r) = 0, 
f (0) =0, f(1)=0, f(2 = 

888. f(n +4) +f(n) =0, f(0) =0. (A) = 1. PER 


U. 


si 


=” us” 
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889. f (nr + 3) + 3f (nr + 2) + 3f (nr + 1) + f (n) = 0. 
f (0) 0, f(1)—=0, f(2) = 1. 
Résoudre les équations aux différences linéaires non homogènes : 
890. fin +1) +2f(n) = n, jf (0) — 0. 
891. f(n + 2) — 4f (n) — 4°, f (0) = f (1) = 1. 
892. f (n + 2) + f (n) = 1 — (—1)", 1 na f (1) = 1. 
EE 
f (0) = 
MN AS nue. 
= 0, f(1) =0, POS 
ss. 4 2) — 37 + 2) HI D D © 
O)=0, /()=0, /@)=0. 
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THÉORIE DE LA STABILITÉ 


$ 22. Notion de stabilité de la solution 
d’un système d'équations différentielles. 
Les plus simples types de points de repos 
Soit le système d'équations différentielles ordinaires 


Vie (£, Vas Vas -.sYn) (1=1, 2,...,n), (D) 


où 2 (4, k = 1, 2, ..., n) existent et sont continues, et admettons que 


qi (t) (= 1, 2, ..., n) est la solution de ce système satisfaisant, pour t = #,, 
aux conditions | 


Pt (to) = q (= 1,2, ..., n). 


La solution p, (t) (i = 1, 2, ..., nr) du système (1) est appelée stable au 
sens de Liapounov, pour { —+ +00, si, pour n'importe quel & >> 0, on peut choisir 
un Ô (e) > 0 tel que, pour toute solution y; (t) (i = 1, 2, ..., n) du même 
système (1) dont les valeurs initiales vérifient les inégalités 


ya (to) — pl < Ô (8) (= 1, 2, ..., n), 
les inégalités 


lya (#) — Pa (I<e (t=1,2,...,n), (2) 


restent valables pour tous les t > 1t,, c’est-à-dire que les solutions proches 
d’après les valeurs initiales restent proches pour tous les t > #. 

Autrement dit, la solution œ(t) (i = 1, 2, ..., n) est stable si une solution 
ya (1) (G = 1, 2, ..., n) qui lui est assez proche au moment initial t = t, est 
contenue, pour tous les { > ?,, dans un e-cylindre aussi mince que l’on veut, 
construit autour de la solution @, (t) (i = 1, 2, ..., n). 

Si pour ô > 0 aussi petit que l’on veut les inégalités @) ne sont pas vérifiées 
ne fût-ce que pour une seule des solutions y; (t) (ë = 1, 2, ..., nr), la solution 
qi (4) (= 1, 2, ..., n) est appelée instable. 

Si la solution qu (t) (£ = 1, 2, ..., n) est non seulement stable mais 
satisfait en outre aux conditions 


im WO—pUI=0 (G=1,2,... n) (3) 


lorsque |y; (to) — p9l << Gr, elle est appelée asymptotiquement stable. 


La question concernant la stabilité de la solution , (t) du système (1) peut 
être ramenée au problème de la stabilité de la solution nulle z; ({) == 0 d'un 


autre système d'équations obtenu à partir du système (1) à la suite d’un 
changement linéaire des fonctions inconnues 


nb =n(t—-m(t) (G=1,2 ...,n), (4) 
16—01485 
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où r; ({) représentent les nouvelles fonctions inconnues qui sont égales aux écarts 
des fonctions inconnues précédentes y; (t) par rapport aux fonctions q,; (t) qui 
définissent la solution examinée. C’est pour cela que dans la suite nous allons 
considérer que l'étude de stabilité concerne justement la solution nulle z, (t) = 
æ= 0 ou, ce qui revient au même, le point de repos du système d'équations 

dzi 


n =Ÿ% (t, Zas Toy. En) (i=1, 2,...,n) (5) 


qui se trouve à l’origine des coordonnées. Le terme « solution nulle » sera parfois 
remplacé par le terme solution triviale. 

Appliquée au point de repos zy (t) ms O0 (i = 1, 2, ..., n), la condition 
de stabilité est formulée comme suit: 

Le point de repos x; (t) m0 (i= 1, 2, ..., n) du système (5) est stable au 
sens de Liapounov si pour chaque 8 >> 0 on peut choisir un 6 (e) => 0 tel que de 
l'inégalité 1x; (to)|  Ô (e) (i = 1, 2, .... n) il découle que Ir; (t}| <e 
(i = 1, 2 .... n) pour tous lest > to. 

EXEMPLE 1. Chaque solution de l'équation 


— =0 (6) 


est stable. 

En effet, la solution zx, (f) de cette équation qui satisfait à la condition 
initiale x, (t,) — x? est de la forme x, ({) =: x? = const. 

Considérons une autre solution x, (‘) de l'équation (6) qui satisfait à la 
condition initiale 


Ts (lo) = 22. (7) 
Pour ces solutions, pour tous les t, on a |re () — (ol = [29 — 79|. Il s'ensuit 
que pour tout e > Ü, il existe un 6 >> 0 (par exemple, ô = e) tel que, dès que 


z9 — 19] << 6, l'inégalité 
Îzo (9) — at] = 129 — x] Ke, pour tous les t>tn 


sera satisfaite pour les solutions z, (t) et x, (f). Par conséquent, toute solution 
de l'équation (6) est stable. Toutefois, il n’y a pas de stabilité asymptotique: 


re () — 2091 = 122 — 29] 0 pour t + +00. 
EXEMPLE 2. Chaque solution de l’équation 
dz 
 t2=0 (8) 


est asymptotiquement stable. 
En effet, la solution générale de cette équation est de la forme 


z (t) = Cet. (9) 


Les solutions z, (t), x: (t) de l’équation (8) qui vérifient les conditions initiales 
Z (to) = 2%, re (t)) = 2ÿ sont les suivantes: 


st} ater ET) rs (1) = age (710), 
d'où l’on trouve 
|roe(t)—ri(t)1=1r9—291 er -to) > 0 pour t —> Ho, 
ce qui signifie que toute solution de l'équation (8) est asymptotiquement stable. 


EXEMPLE 3. La solution zx (t) ms —1 de l'équation = = À — z° (1) 
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est instable, car, pour t —> c, toutes les solutions de l'équation 
GA H zo) e2017 10) — (1 — z0) 
(1+ 20) eftt- 0) +(1— 29) 


tendent vers +1. Par définition, la solution z (t) ms 1 de cette équation est 
asymptotiquement stable. 


En partant de la définition, entreprendre l'étude de stabilité 
des solutions des équations et systèmes suivants: 


896. SE +z= 4, æx(0) = 1. 


z(t) = 


897. A — — t(z—1), T0) =E: 
dz | | 
898. TU nl. e(+)=-+. 
899. Æ—2rt, z(0)—0. 900. cost, z(0)—1. 
CRE 
901. ri z (0) = y (0) = 0. 
Tr = —9y — 22, 
dæ _, 
902. à À z (0) —y(0) = 0. 


dy _ 
r = 2y + x, 


LES PLUS SIMPLES TYPES DE POINTS DE REPOS. Soit donné le 
système d'équations différentielles 


de 


PT = P (x, y), 


(A) 
dy 
 =Q( y). 
Le point (x,, y.) est appelé point de repos ou point singulier du système (A) si 
P (os Vo) = 0, Q (zos Vo) = 0. 
Considérons le système 
dx 
Tr —=auT + ai, 
(1) 
Ar = 4217 Gzey, 
où aii (i, j = 1, 2) sont des constantes. Le point (0, 0) est un point de repos 
du système (1). Examinons la disposition des trajectoires du système (1) dans 
le voisinage de ce point. La solution cherchée doit être de la forme 
z= et, y = œuekt. (2) 
Pour déterminer k, on obtient l'équation caractéristique suivante: 
—k 
d11 do nn (3) 
de1 a32 — À 
14° 
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Examinons les cas qui peuvent se présenter. 

1. LES RACINES DE L'ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE SONT RÉEL- 
LES ET DISTINCTES. Les éventualités suivantes sont possibles: 1) k, < 0, 
ka << 0. Le point de repos est asymptotiquement stable (nœud stable). 2) k, > 0, 
ka > 0. Le point de repos est instable (nœud instable). 3) k; > 0. ks4 < 0. Le 

int de repos est instable (selle). 4) k, = 0, k, > 0. Le point de repos est 
instable. 5) k, = 0, ke << 0. Le point de repos est stable mais sa stabilité n’est 
pas sRRONUE, 

II. LES RACINES DE L'ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE SONT 
COMPLEXES: k1 = p + qi, ka = p — qi. Les éventualités suivantes sont 
possibles : 1) p << 0, g 0. Le point de repos est An TE es stable 
fioyer stable). 2) p > 0, q 0. Le point de repos est instable (foyer instable). 

) p = 0, g 0. Le point de repos est stable (centre). Il n’y a pas de stabilité 
asymptotique. 

III. LES RACINES SONT MULTIPLES: k, = k. Les éventualités sui- 
vantes sont possibles : 1) k, = ka << 0. Le point de repos est asymptotiquement 
stable (nœud stable). 2) k, — k, > 0. Le point de repos est instable (nœud 
instable). 3) k, = k, — 0. Le point de repos est instable. Un cas exceptionnel 
peut se présenter quand tous les points du plan sont des pos de repos stables. 

Pour un système d’équations linéaires homogènes à coefficients constants 


n 
dx; 
= Djouxs U=1,2%....n) (4) 
femi 
on aura comme équation caractéristique 
a11 —X Qs is -.- din 
Go1 Goo — k Gs3 ce. Gon == 1j: (5) 
an1 ane Ans +. Gnn—k 


1) Si les parties réelles de toutes les racines de l'équation caractéristique 
(5) du système (4) sont négatives, le point de repos z; (t) mO0(i—=1, 2, ...,n) 
est asymptotiquement stable. 

2) Si la partie réelle ne füt-ce que d’une seule racine de l'équation caracté- 
ristique (5) est positive, Re k; — p; > 0, alors le point de repos z; (t) ms 0 
( = 1, 2, ..., n) du système (4) est instable. 

3) Si l'équation caractéristique (5) admet des racines simples à partie réelle 
nulle (c’est-à-dire des racines nulles ou imaginaires pures), alors le point de 
repos r; (t) =a 0 (i = 1, 2, ..., n) du système (4) est stable mais sa stabilité 
n’est pas asymptotique. 

EXEMPLE 4. Établir le caractère du point de repos (0, 0) du système 


ne 
y—=—s. 
SOLUTION. Dans le cas examiné, 
an = d, dia = Âo Gay == —À, Gga == 0. 
L'équation caractéristique sera 
—k 1 
4 


Les racines de l'équation caractéristique sont imaginaires pures: k, ,a = +l. 
Le point de revos est stable (centre). 


= ou k3+1=20. 
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Etablir le caractère du point de repos (0, 0) des systèmes sui- 
vants : 


_ . 
903. Le Y 904. pes 7 
y = 2x + 3y. y= — Jr ty. 


a 
s05. À T—Y, gp. 


.— _9 
so. À = —ÉTEU 940. 


907. at 908. pure 


z—2— 3y +42, 
911. { y— 47 — Ty : 8z, 


z2—61— Ty +72. 


S'il s’agit d’un système de deux équations linéaires à coefficients réels 
constants 


: (1) 
Y = Q21T + a2ey 
l'équation caractéristique (3) se met sous la forme 
k + ak + a = 0. 


1) Si a > 0, a > 0, alors la solution nulle du système (1) est asymptoti- 
quement stable. 

2) Si a > 0, a, = 0 ou a; = 0, a, > 0, alors la solution nulle est stable 
mais la stabilité n'est pas asymptotique. 

3) Dans tous les autres cas, la solution nulle est instable; toutefois, pour 
& = as = 0, un cas exceptionnel peut se présenter quand la solution nulle est 
stable mais non asymptotiquement. 

EXEMPLE 5. Déterminer la valeur du paramètre « pour laquelle la solu- 
tion nulle du système est stable 


z= Ys 
y= (a—1)z—ay. 


; SOLUTION. Pour le système considéré, l'équation caractéristique est de la 
orme 
— k 1 
=0 


a—1 —a—k 
ou À +ak+i—a=0. Ici a=a, &aœ=1— a. 


TZ —=@11T7 + Giaÿs 
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La stabilité asymptotique de la solution nulle aura lieu pour & > 0, 1 — 
—œ>0, c'est-à-dire si 0<a<1. 

La stabilité non asymptotique aura lieu dans les deux cas suivants: 

a) a >0, 1 — a — 0, c’est-à-dire pour & = 1; 

b)a=0, 1—ax> 0, c'est-à-dire pour « = 0. 

Pour toutes les autres valeurs de «&, la solution nulle est instable. 


Déterminer les valeurs du paramètre & pour lesquelles les solu- 
tions nulles des systèmes suivants sont stables: 


912. Le 913. Rd 
y = 5ax — ay. y = ax — a?y. 


914. Fes 915. Eaki 
y = ax + 4y. y = —Z. 
z=ar—y, 

916. À y — ay —z, 

Z2=@— 7. 


EXEMPLE 6. Trouver dans le plan des paramètres & et B les domaines 
où la solution nulle du système d'équations 


{ z=az+(B—228 —1) y, 


y=z—Py 
est stable. 
SOLUTION. L'équation caractéristique du système sera 


di B—2ap —1 , 
1 —p—k 
ou 
KE + (B — a) k + 1 + ap — B = 0. 
Ici 


a =B—a a =1+af—$; 


a, et a, sont des fonctions continues de « et et c’est pour cela que les signes 
de a, et a, seront inversés pour a, = a, = Ü, c'est-à-dire sur la droite f — « = 
= 0 et sur l'hyperbole 1 + 28 — B = 0. Ces lignes séparent le plan des para- 
mètres «, B en quatre domaines J, II, III, IV (fig. 37) dans chacun desquels 
les signes de a, et a, ne varient pas. Prenons un point arbitraire dans chaque 
domaine et déterminons les signes des coefficients a, et a, à ces points. 

Domaine J: au point (—1; 1{)ona a = 2 > 0, ag = —1 << 0. La solu- 
tion nulle du système dans ce domaine est instable. 


Domaine II: au point (o, +) on a = > 0, a — 5 > 0. La solu- 
tion nulle dans le domaine ZI est asymptotiquement stable. 
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Ï 
Fig. 37. 
Domaine III: au point (1, O)on a & = —1 < 0, a; = 1 > 0. La solution 


nulle dans le domaine JZII est instable. 

Domaine JV: au point (2, —2) on a ma = —4 < 0, a = —1 < 0. La 
solution nulle dans ce domaine est instable. 

Etudions maintenant la stabilité de la solution nulle sur les frontières des 
domaines ci-dessus. 


1) B = - max 1 (la frontière qui sépare les domaines JZ et ZT). Sur 


cette frontière, a, > 0, «a, —= 0, ce qui veut dire que la solution nulle y est 
stable mais que sa stabilité n’est pas asymptotique. 

2) B = « (la frontière qui sépare les domaines ZI et III). Sur cette frontière, 
& = 0, a > 0, ce qui signifie que la solution nulle y est stable, sans que sa 
stabilité soit asymptotique. 


3) B = = 2> 1 (la frontière qui sépare les domaines ZZI et IV). 


Sur de frontière, ay << 0, as = 0, ce qui signifie que la solution nulle y est 
instable. 

Donc la solution nulle est asymptotiquement stable dans le domaine J1, 
alors que sur la frontière de ce domaine elle conserve sa stabilité, sans que celle-ci 
sait asymptotique. 


Trouver pour les systèmes suivants situés dans le plan des para- 
mètres « et B les domaines où la solution nulle est stable: 


917. D Ts ray, 918. Ré 


y =BT— y. y=z+ay. 
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949. Lie 920. (ee az —f?y, 


y= —Br+(a—2)y. y=(a?—1)z+(B2+ 1) y. 


D. anaertagiss D Eu 


y= — Biz y. y= (âa+B+1) x — 4y. 


$ 23. Deuxième méthode de Liapounov 


Une fonction v (x;, Ta, + + +» Zn) est dite définie positive dans un voisinage H 


n 
CG a < H) de l'origine des coordonnées si elle est positive en tous les points 
4=1 
de ce voisinage, sauf à l'origine des coordonnées où elle s’annule: 


n 
DÉti Zn 2) > 0 si  ÿ z3>0, 
i=1 


v(0,0,...90)=0. 


Par exemple, la fonction v = zi + x + x sera une fonction définie positive 
dans l’espace des variables z;,, z2, z:. La fonction u = x? + x£ ne sera qu’une 
fonction à signe invariable dans ce domaine sans être définie positive, car 
elle s’annule sur l’axe Oz, tout entier et non seulement au point (0, 0, O); 
dans l’espace z;,, z2, cette fonction sera définie positive. 

n 


Si U (21, Ta: ce + Zn) < Ô pour | z; > 0 et v(0, 0, ..., 0) = 0, on 


i= 
dit que la fonction v (x, Ze, - - «» Tn) est définie négative. 
Une fonction v (t, Z1, Tar + - -» Zn) est dite définie positive dans un voisinage 
H de l'origine des coordonnées pour t > t, s'il existe une fonction w (z;, za, - -. 
+++, Zn) définie positive indépendante de ft telle que v (t, z1, ze, - - +, 2n) > 
> vw E: due Zn), pOur toutes les valeurs indiquées des arguments, et que 
v (4, 0, 0, ..., = (0. 
Soit donné le système d'équations différentielles 
dzxi 
—— = fit, Zi, Tasooeg In) (1=1,2,...sn), (1) 


et soit 


U (4, Ts To» © 09 Zn) 


une fonction continûüment différentiable de ses arguments. La dérivée totale 
par rapport à £ de la fonction v (t, x, za, - - -, zh) calculée en vertu du système 
(1) (le long des courbes d'intégration) sera égale à 


n ñn 
dv dv dv dz ôv ôv 
rt 07; Te = + >} Ôz; faits Tio Dos Zn). (2) 
imi is 1 
Si les seconds membres du système (1) ne dépendent pas explicitement de £, 
un tel système est appelé autonome ou stationnaire. 
I. THÉOREME DE LA STABILITÉ DE LIAPOUNOV. Si le système 
d'équations différentielles (1) est tel qu’il existe une fonction v (t, Zi, Ze, + - -, Zn) 
définie positive pour t > t, dans un certain voisinage H de l'origine des coordonnées 


8 23] DEUXIEME MÉTHODE DE LIAPOUNOV 217 


dont la dérivée : calculée en vertu du système (1) n'est pas positive, alors la solution 


triviale du système {) est stable. 

1I. THÉORÈME DE LA STABILITÉ ASYMPTOTIQUE DE LIAPOU- 
NOV (cas des systèmes autonomes). Si Le système autonome d'équations diffé- 
rentielles 

dr 
A = fi (Z1s Los -.., Zn) (i=1, 2, ce... N) (3) 


est lel qu'il existe une fonction v (x1, ze, - - ., zh) définie positive dans un certain 
voisinage H de l'origine des coordonnées dont la dérivée TH calculée en vertu du. 


système (3) est définie négative, alors la solution triviale x; = 0 (i = 1, 2, ..., n)} 
est asymptotiquement stable. 

Les fonctions v (ft, z1, ze, - . zh) et v(z1, ze, .…., Zn) citées ci-dessus sont 
appelées fonctions de Liapounov. 

Appelons domaine v > 0 un domaine quelconque situé dans le voisinage 


D z?< H de l'origine des coordonnées de l’espace de variables z,, 22, .. + 
fi 
er Zn, borné par la surface v = 0 et dans lequel la fonction v prend des va- 
leurs positives. 

Supposons que la fonction v jouit des propriétés suivantes: 

1) pour des t aussi grands que l’on veut dans un voisinage aussi petit que 
l’on veut de l'origine des coordonnées, le domaine v > 0 existe; 

2) dans le domaine v > 0, la fonction v est bornée;: 


3) dans le domaine v > 0, la dérivée dv 


dt 
est définie positive. 

III. THÉORÈME D'INSTABILITÉ DE N. TCHÉTAEV. Si l’on peut 
trouver pour le système d'équations différentielles (2) une fonction satisfaisant aux 
conditions 1), 2), 3), alors La solution triviale de ce système est instable. 

REMARQUE. Si dans le système (2) toutes les fonctions f;, ne sont pas 
explicitement dépendantes de t, la fonction de Liapounov doit être cherchée 
en tant qu’une fonction qui n'est pas explicitement dépendante de t. 

EXEMPLE 1. Etudier la stabilité de la solution triviale du système 


formée en vertu du système (2} 


D (a — 2y) (Art — 3), 
= —(y+3) (1— 28 —3ÿ) 


SOLUTION. Prenons en qualité de v la fonction v = z° + 2y*. C'est tout 
? e pe ee ., , e ? dv . 
d’abord une fonction définie positive et, d'autre part, sa dérivée FT prise en 


« 


vertu du système donné est égale à 
du av dz dv dy 


dt  ôz dt TT y dt 
= 22 (2y—x) (—22—3y") —4y (+ y) Ar — y) = 
= —2(1—2°—3y?) (2°+2y°) <0 


pour z et y suffisamment petits. | . | 
On voit que toutes les conditions du théorème de la stabilité de Liapounov 
sont satisfaites. 
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Il s'ensuit que la solution triviale x = 0, y = 0 est stable. 
EXEMPLE 2. Etudier la stabilité de la solution triviale du système 


dx 
dy : 


SOLUTION. La fonction v = zx° + y* vérifie les conditions du théorème 
de la stabilité asymptotique de Liapounov: 
1) v(z, y) 2 0, v (0, 0) = 0; 


2) = 2e (—5y — 22%) + 2y (57 — By?) = — (rt + 6y4) & 0, 


<'est-à-dire que _ <Oet _ — 0 seulement pour z = 0, y = 0, donc, c’est 
une fonction définie négative. 11 vient que la solution x =s 0, y == 0 est asympto- 
tiquement stable. 


EXEMPLE 3. Etudier la stabilité de la solution triviale du système 
autonome 


n = TZ y. 
Y __,2 
; =yi+z 


SOLUTION. Prenons en qualité de v (x, y) la fonction 
1 1 
— Cd 3 


Dans ce cas, le domaine v > 0 est représenté, par exemple, par le domaine 
z>0, y >0. 
Dans le domaine v>=>0, on a 


d 
+ (+ > 0. 


Conformément au théorème de l'instabilité de N. Tchétaev, la solution 
z=s 0, y = 0 est instable. 
A l’aide d’un exemple, nous allons montrer une méthode de construction 


de la fonction de Liapounov connue sous le nom de méthode de partition des 
variables 


EXEMPLE 4. Soit donné le système d'équations 
2—=a + by, 


y= — cz + dy; 
Trouver pour le système (4) la fonction de Liapounov sous la forme 
u(z, y) = F1 (2) + Fa (y); 


où F; (x), F2 (y) représentent certaines fonctions différentiables qui ne sont 
pas encore connues. 


SOLUTION. En vertu du système (4), on a 
v= Fi(2z+ Fs (y) y = Fi (x) (ar + by) — Fa (y) (ex — dy). 


Procédons de la sorte que la fonction v soit de la même forme que la fonction 
v (z, y), c'est-à-dire qu’elle représente la somme de deux fonctions dont l’une 
ae dépend que de z, alors que l’autre contient seulement y. A cette fin, il faut 


(4) 
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que l'identité 
Fi (x) by — F3 (y) cz em 0 
ait lieu. En séparant les variables, on obtient 
CEE 
Fi(z)  F:(y) ? 
et, par conséquent, chacune de ces fractions doit être égale à une constante, 


par exemple, à — . On aura donc 


2 
es 4 by 1 
Fi 2° FU) 2? 
d'où Fi (x) = cz°, Fa (y) = by”, 
et v(z, y) = cr? + by. 


Etudier la stabilité de la solution triviale des systèmes 
suivants : 


. 1 
T=—2+y—32ÿ — +2, c = y— 32° 
DS RE 924. {: dé 
Y=—5 2-7 y—ûv. y= —z— Tyÿ. 


z= —Qr—y+ 2ry°— 323, ne 
925. 4. 926. {: FU, 


1 — 
Yy=Rz—y—2°y— Ty$. 


3 y = yr". 


927. 


928. 


929. 4. :  . ju 
Y= — y— y y=y-— z°y* 
— on 
9314. TV TT 932. + HE 
y=2 + y y = 3x — 4ys 
° 1 
ZT=—5 L—-5 Tr, : ; à 
. T=-Yy—-LI—-—2, 
933. y= —< y+3zs, 934. : È ; : 
2 Y= —I—7y—7 
2= —-2—2zy2? 


(v = 22 + 2y° + 32°). 
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$ 24. Etude de la stabilité suivant 
la première approximation 
Soit donné le système d'équations différentielles 


Es = }; (£, Lio Zos -.., Zn) (i=1, 2, .., n), (1) 


où f; sont des fonctions différentiables dans le voisinage de l'origine des coor- 
données, f; (t, O0, 0, ..., 0) == 0. 

Etudions la stabilité du point de repos z; = 0 (i— 1,2, ...,n) du 
système (A): Mettons le système (1) dans le voisinage de l’origine des coordon- 


nées sous la forme 
ñn 
d ; 
ne D] aij(t)zj + Rats zu Tes <.., zn) (=1,2, ..., n), (2) 


j=1 


n 
où R, sont d’un ordre supérieur à 1 par rapport à V S' x? (pratiquement, on 


i=1 


développe les seconds membres de (1) d'après la formule de Taylor suivant les 
puissances de z dans le voisinage de l’origine des coordonnées). Au lieu de con- 
sidérer le point de repos du système (1), étudions la stabilité du point de repos 
du système linéaire 
ñn 
d 
a — DETIOE7 (i=1,2, ...,n), (3) 
j=1 
qui est appelé système d'équations de première approzimation ou système linéarisé 
pour le système (1) 

Dans ces conditions, on peut se demander si la stabilité (l'instabilité) du 
point de repos du système (3) entraîne la stabilité (l'instabilité) du point de 
repos du système initial (1). Généralement parlant, il n'y a pas de liaison stricte 
entre les systèmes (1) et (3). 

EXEMPLE 1. Examinons l'équation 


dx 2 
A 7 . (4) 
Ici f (t, z) mu z°. L'équation linéarisée pour l'équation (4) est de la forme 
dr 
——=0. (5) 


La solution x (t) = 0 de l'équation (5) est stable (cf. $ 22). Cette même solu- 
tion, étant également la solution de l'équation initiale (4), ne sera pas stable 
pour cette dernière. En effet, chaque solution réelle de l’équation (4) s'écrit 


To 
— 1— tr ? 2le=0 = 20° 


et elle cesse d'exister pour # = 1 (la solution n’est pas continuable). 
EXEMPLE 2. Examinons l'équation non linéaire 


mr t 
ET z—met. (6) 
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L'équation linéarisée se présente comme suit: 


dx 
DZ: (7) 


La solution x (t) = 0 de l'équation (7) est instable, car chaque solution de cette 
équation est de la forme 


z(t) = Cet 


et il est évident que ]|z (t)| > +co pour t —+ +. D'autre part, la solution 
z (t) == 0 de l'équation (6) est asymptotiquement stable. 
En effet, la solution générale de cette équation est 


z(t)=Cet [1+4 C° st 1 [F 


et il est évident qu'elle tend vers zéro lorsque t > +00. 

Toutefois, en présence de certaines conditions, la stabilité (l'instabilité) 
de la solution de première approximation entraîne la stabilité (l'instabilité) 
de la solution du système initial (1). 

Pour simplifier les choses, nous allons nous borner au cas où les coefficients 
&j (t) du système (3) sont constants. On dit alors que le système (2) est station- 
naire en première approximation. 

THÉORÈME 1. Si Le système d'équations (2) est stationnaire en première 
approximation, sl tous les termes R; sont bornés par rapport à t et sont développables 

ñn 


en séries suivant les puissances de xz1, . . ., 7, dans un certain domaine > ri < H, 


i=i 
st de plus ces développements commencent par des termes d'ordre non inférieur à 2 
et que toutes les racines de l'équation caractéristique 


aya —X &G12 CE din 
G21 Ag —k eee lon 
—0 (8) 
e e e e e e e e e e ee. ee + ee ee 
&n1 Gn2 ee ann —* 


possèdent des parties réelles négatives, alors la solution triviale x = 0 (i = 1, 
2, -.., n) du système (2) est asymptotiquement stable, c'est-à-dire que, dans ce 
cas, on peut entreprendre l'étude de la stabilité suivant la première approzimation. 

THÉORÈME 2. Si Le système d'équations (2) est stationnaire en première 
approximation, si toutes les fonctions R; satisfont aux conditions du théorème 1 
et si au moins une des racines de l'équation caractéristique (8) possède une partie 
réelle positive, alors le point de repos r; =a 0 (i = 1, 2, ..., n) du système (2) 
est instable, c'est-à-dire que, dans ce cas aussi, il est possible d'étudier la stabilité 
suivant la première approximation. 

REMARQUE. Si les parties réelles de toutes les racines de l'équation 
caractéristique (8) ne sont pas positives, de plus si la partie réelle d'au moins 
une racine est nulle, alors, généralement parlant, l'étude de la stabilité suivant 
la première approximation est impossible (dans ce cas, l'influence des termes 
non linéaires R; se fait sentir). 

EXEMPLE 3. Etudier la stabilité du point de repos z = 0, y = 0 du 
système 


| (9) 


z= —2z+y+2zt— y, 
y = 2—3y + 11yé. 
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SOLUTION. Les termes non linéaires vérifient les conditions des théorè- 
mes 1 et 2. Etudions la stabilité du point de repos du système de première appro- 


ximation 
y—=z—3y. 
L'équation caractéristique 
—1—k 1 0 
| 1 —3—k| 
admet comme racines négatives ky, 2 = —2 + y 2. Par conséquent, en vertu 


du théorème 1, le point de repos x = 0, y — 0 des systèmes (9) et (10) est asymp- 
totiquement stable. 
EXEMPLE 4. Considérons l'équation des oscillations d'un pendule 


z+ar+bsinz=0. (41) 


Ici on désigne par z l’angle d'écart du pendule "par rapport à la verticale. A 
l'équation (11) il correspond le système 


{ “A (12) 
y = — ay —b sin z. 
Les points de repos du système (12) sont 

z = kx (k est un entier), y = 0. (13) 


Etudions la stabilité du point de repos z = 0, y = 0 obtenu à partir de 
(13) lorsque 4 = 0. En utilisant le développement 


; zx 
Sinz=Iz— 3] a 


écrivons le système de première approximation 


{ “a (44) 
y—= —br—ay, 
dont l'équation caractéristique est de la forme 

2 + aù + b = 0. (15) 


Si a > 0, b > 0, alors les racines de l'équation (15) possèdent des parties réelles 
négatives et, par conséquent, le point de repos z = 0, y = 0 est stable suivant 
la première approximation. 
Etudions maintenant la stabilité du point (x, 0), ce qui correspond à k = 1. 
En appliquant le développement 
(z— x)° 


sin x — Er .….. 


et en transférant l’origine des coordonnées au point z = x, y = 0, on arrive au 


système 
{ FU (16) 


y=bzr— ay, 
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qui a comme équation caractéristique 
À + ai — b = 0. (17) 


Pour a > 0, b > 0, les racines de cette équation seront réelles et de signes 
opposés. 11 s'ensuit que le point de repos (x, 0) est un point instable pour le 
système (16). 

EXEMPLE 5. Etudier la stabilité du point de repos zx = 0, y — 0 du 
système 


{ 2=y—rf (2, y), 


y= —2—yf (2, y), 
où la fonction f (x, y) peut être développée en une série entière convergente et 


f (0, 0) = 0. 
SOLUTION. Le système linéarisé est de la forme 


s = LS 
y= — TZ. 
Le point de repos du système (19) se situe au point (0, O). 


L'équation caractéristique du système (19) 
—k 


1 — 


, [0 ou  k®+1—0 (20) 


admet les racines imaginaires pures k1, , = -+i. Le point de repos (0, 0) du 
système de première prommauon (19) est stable (c’est un centre). Etant donné 
que les parties réelles des racines de l’équation caractéristiques (20) sont égales 
à zéro, conformément à la remarque ci-avant, l'étude de la stabilité du point 
de repos (0, 0) doit être poursuivie. Pour étudier la stabilité du point de repos 
(0, 0) du système (18), faisons appel à la deuxième méthode de Liapounov. En 


posant v (x, y) =< (x° + y), on trouve 


D — (et pt) f (esp. 


Il en découle que: si f (x, y) > 0 dans un voisinage suffisamment petit de l’ori- 
gine des coordonnées, le point de repos (0, 0) est stable ; si f (x, y) est une fonc- 
tion définie positive dans un certain voisinage de l'origine des coordonnées, 
le point de repos (0, 0) est ynpiotiauenens stable; si f (x, y) << 0 dans un 
voisinage suffisamment petit de l'origine ues coordonnées, le point de repos 
(0, 0) est instable. Cet exemple met en évidence le fait que. dans certains cas, 
il n’est pas possible de porter une estimation sur la stabilité du point de repos 
suivant la première approximation. 


Etudier la stabilité du point de repos x = 0, y — 0 suivant la 
première approximation dans les systèmes suivants: 


z— —sin z + 3y + x, 
936. 4. 4 
VE 


— ue ee 2 
935. LÉ z+ 2y —3z?, 
a ne 2y TU. 


y— IX — 2y + 22x24 y. 
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z— 2e 5y—2 +, 
y=z--Gcosy—6—y. 
z— —3z :- &y + sinÿz—y?, 
y— — 2x - sin y te’r?. 


939 ra siny—y$sinz, 


y—=2y—32x— 2 

940 z=2—y2+ y, A Lanka 
Y=ZTy— VU y=2— € —3y—cosy. 
| 

D Te Érnn 
yes —2r+ a+ y +. y—=3r—y. 


944. Rueil 3y5, 945. Fu 


y = 5z— 14 sin y + y°. y = — 28. 


946. Etudier la stabilité des points de repos d’un pendule soumis 
à l’action d’un moment de rotation L: 


zx +ar + bsinxr = L, où ]L | << b. 


$ 25. Stabilité asymptotique prise dans son ensemble. 
Stabilité selon Lagrange 


Soit donné un système d’équations différentielles 


Fe = fi (4, Li» 0.1 Zn), fi (£, 0, y 0) =0 («=1, 2, ss n)s (1) 


et'supposons qu’il soit défini dans le demi-espace 


Qrfa<t< + co, Da<+o}. 
i=1 


On dit que la solution triviale x; == 0 (i = 1, 2, ..., n) est asymptotique- 
ment stable dans son ensemble si: 

1) elle est asymptotiquement stable au sens de Liapounov; | 

2) toute autre solution zx, (t) (£ = 1, 2, ..., n) du système (1) jouit de 
la propriété 


lim z,()—=0 (t—=1,2,..4n). 
ET. 


D'une façon analogue, on définit la stabilité asymptotique prise dans son 
ensemble de la solution non triviale du système (1). 
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Nous allons nous borner aux systèmes autonomes. c'est-à-dire aux systé- 

mes dont les seconds membres ne dépendent pas explicitement du temps t: 
dr 

Te = fyfri coes 2nh fa, .., 0)=0 (1=1, ..., n). (2) 


Nous allons appeler la fonction de Liapounov & (rx, . .., rh) infiniment 
grande si, pour tout nombre M positif, il existe un nombre R tel qu'en dehors 
n 
de la sphère Ÿ° r£ = R? l'inégalité v > M soit vérifiée. 
i= { 
THÉORÈME (de la stabilité asymptotique prise dans son ensemble). S'ileriste 


dv 
TDi 


: dv ë rs 
en dehors de E et que sur E l'on ait PT > 0, où E ne contient pas de trajectoires 


entières (sauf la position zéro d'équilibre), alors la solution triviale du systeme (2) 
sera asymptotiquement stable dans son ensemble. 


EXEMPLE 1. Considérons l'équation 


une fonction définie positive infiniment grande v (x, . . ., rh) telle que 


z + += 0(. (3) 
Mettons l’équation (3) sous la forme d'un systéme d'équations équivalent 
Z=}Y, 
{ ni (4) 
y= ——7r°y. 


Prenons la fonction 
1 
° — = 12 — TŸ 
CU (z, y _ ? y + A T 
en qualité de fonction de Liapounov v (x, y). On a 


U ee : e ! an à 
YU = y ry = — y. 


Il est évident que c (x, y) — o pour x? + y? — oo. On voit ensuite que tv (x. y) 
ne s annule que sur les axes de conrdonnées (ensemble £). Il est évident que, 
pour tous les t > OU, on ne trouvera sur ces axes aucune solution, sauf le point de 
repos à l'origine des coordonnées. En effet, en tous les points de l’axe OY autres 
que l'origine des coordonnées O, le coefficient angulaire 


= © Re D 


a une valeur finie, ce qui exclut l'existence d'un arc de trajectoire surcet axe. 
D'autre part, lorsque l'on s'approche de l'axe OX, le coefficient angulaire 
dy é : ot . | 

ES et, pour cette raison, sur cet axe il ne peut y avoir d'arcs de trajectoires 


non plus. 11 s'ensuit que l'ensemble E ne contient pas de trajectoires entières 
(exceptée l'origine des coordonnées). 

En vertu de ce théorème, le point de repos (0, () jouit d'une stabilité asymp- 
totique prise dans son ensemble. 

947. Montrer que si la solution triviale d'un système autonome 
linéaire est asymptotiquement stable au sens de Liapounov, elle 
est également asymptotiquement stable dans son ensemble. 

Etudier la stabilité asymptotique prise dans son ensemble des 
15—01485 
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solutions nulles des équations suivantes: 

948. x + 2° + (x° + 1) x —- 0. 

949. 2 + x + (x + x + 2) (Or tr) = 0. 

950. x + re * x + x + Ir = 0. 

11 se peut que le système (2), quoique ne jouissant pas d'une stabilité com- 
plète, ait quand même un domaine de stabilité asymptotique. 

Le domaine de stabilité asymptotique du système (2) est constitué par un 
domaine qui contient l’origine des conrdonnées © et qui jouit de la propriété 
suivante : toutes les trajectoires qui prennent le départ dans ce domaine tendent 
vers l'origine des courdonnées lorsque t — oo. 

Les systèmes linéaires ne connaissent que la stabilité complète. alors que 
les systèmes non linéaires peuvent ne pas bénéficier d'une telle stabilité. 

THÉORÈME. Soit v (ry, . .- .. rh) une fonction à dérivées partielles continues 
du premier ordre pour tous les r;. Désignons par Q, l'ensemble de tous Les points où 
U(ry, ..., rn) < L. Si l'ensemble Q, est borné et si dans cet ensemble 


lueur, ..., rn) > 0 pour r;, ÆU, (i—1,2, ...,n), 
2) v (1, +. Tn) << 0 pour r; HU 


alors l'origine des courdonnées représente la position d'équilibre asymptotiquement 
stable du système (2), tandis que Q,; constitue le domaine de stabilité asymptotique. 
EXEMPLE 2. Indiquer le domaine de stabilité asymptatique de l'équation 


z Het i)r+r= 0 (e <0) 


(équation de Van der Pol). 
SOLUTION. Ecrivons l'équation donnée sous la forme du système 


Le seul point de repos se trouve à l'origine des coordonnées. Pesons & (x, y) = 
=2 À #° Alors v &y)=yy tar (Tr — 1 }- Il est évident que << 0 
pour r° & 3 (e << 0). De cette façon, dans le disque z° + <3,ona:v>0 


pour z° + y Æ Det & << 0 pour r* + y* 0, ce qui veut dire que ce disque est 
contenu par le domaine de stabilité asymptotique. 
STABILITÉ SELON LAGRANGE. Soit donné un système 


ne); (£, Ti se Zn) té 1. . ses n), (5) 


Où fg (£, Zys + + ++ Zn) Satisfont aux conditions du théorème d'existence et d'uni- 
cité de la solution du système (5) pour tous les t € [to. -:- oo) et pour r,, .. 


..., Zn Quelconques. : 
DÉFINITION. Le système (5) est un système stable selon Lagrange si toutes 


ses solutions sont définies et bornées sur [f4, + ). 
951. Montrer que toutes les solutions de l’équation 


z(t) + (+) z(t)=0 


sont bornées sur [1, +oo). 


8 26] CRITÈRE DE ROUTH-HURWITZ 227 


952. Montrer que toutes les solutions de l'équation 


: )z()=0 


+2 


z (t)+(1+e-"— 


sont hornées sur [1, +oo). 
953. En se rapportant aux équations 


0 


a) 2()—=z()+z()=0; b) r()+2z()+z(0 0, 


montrer que le fait que toutes les solutions de l'équation « limite » 


x (t) + zx (t) = 0 sont bornées, n'implique pas que les solutions de 
l'équation initiale soient bornées elles aussi. 


S 26. Critère de Routh-Hurwitz 


Les conditions nécessaires et suffisantes pour que toutes les racines d'une 


équation algébrique à coefficients réels ag, 4j, @s, - . ., ah 


FU) = ag aan... Lan tan =0 (1) 


soient à parties réelles négatives ont une grande importance du point de vue 
pratique. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que a, > 0. 

La positivité de tous les coefficients constitue une condition nécessaire mais 
non suffisante pour que toutes les racines de l'équation (1) soient disposées à 
gauche de l'axe imaginaire (s'il s’agit d'équations de degré 1 ou 2, la condition 
susmentionnée est suffisante). Les conditions nécessaires et suffisantes de néga- 
tivité des parties réelles des racines admises par l'équation (1) ont été formulées 
par Routh et indépendamment de celui-ci par Hurwitz. 

CONDITIONS DE ROUTH-HURWITZ. Pour que toutes les racines de 
l'équation (1) aient des parties réelles négatives, il faut et il suffit que tous les 
mineurs diagonaur principaux de la matrice de Hurwitz 


&1 do 0 0 ..e 0 
Ag A2 Ajy Age 0 
Ag A3 43 a2... 0 (2) 


0 00 0... un 


soient positifs. 

Un polynôme f (À) de degré n > ! est appelé polynôme stable si toutes 
ses racines À, À». . - -, An Ont des parties réelles négatives: Re À; < 0 (j = 
— 4, 2, .... n). Cela signifie que toutes les racines d’un polynôme stable 
sont disposées dans le demi-plan gauche. 

La matrice de Hurwitz est formée de la façon suivante. Les coefficients du 
polynôme (1) de a, à a, sont rangés suivant la diagonale principale. Dans les 
colonnes, les coefficients à indices impairs et pairs se succèdent. de plus les 
coefficients à indices pairs incluent également le coefficient a,. Tous les élé- 
ments qui manquent, c'est-à-dire les coefficients à indices supérieurs à r ou 
inférieurs à 0, sont remplacés par des zéros. 

Les mineurs diagonaux principaux de la matrice de Hurwitz sont: 


15% 
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ay a 0 

a; ä 

A1 =; de = , Aa |az az ay |,..., 

Ga Ge 
as €; A3 

a A0 Ù 0 

a3 Aa d1 CR 0 

An = a; a; az ee 0 e (3) 


( 0 (4) .…. an 
Ainsi, la condition de Hurwitz se présente-t-elle comme suit: 
A1 > 0. A+ > 0, er An > 0. (4) 


Etant donné que 4, = 4, ;-a,. il faut remarquer que la dernière des conditions 
An > 0 peut être remplacée par l'exigence a, > 0. 
EXEMPLE 1. Etudier la stabilité de la solution triviale de l'équation 


NL y LE Tye + 4y" + 10y" + 3y = 0. 
SOLUTION. Formons l'équation caractéristique 
fG) = 25 +4 + 78 Æ 47? + 1072 + 3 = 0. 


Ici & = 1, a = À, &s = 7, Gs = 4, a, = 10, ay = 3. 
Relevons les mineurs diagonaux de Hurwitz 


1 10 0 0 


4 7 1 1 0 
As=13 10 4 7 11—34,=3.8—2%0, 
0 0 3 10 4 
0 0 0 0 3 
: HAE 1 141 0 
4 71 È | 
As = à 104 7 =104,—314 7 11—50—3(49+3—10—28)=8 > 0 
| 3 40 7 
0 0 3 10 
4 1 0 > 
d5=4 7 11=5>0, d=|, [=3>0 A=1>0. 
{ 
3 410 4 


Donc, A, > 0, As > 0, A3 > 0, A, > 0, 4; > 0. Par conséquent, la solution 
triviale y «= 0 de l'équation est asymptotiquement stable. 

Les calculs peuvent être menés de la façon suivante. On forme d'abord le 
mineur A, et l’on calcule ensuite successivement les mineurs A,, A, As, etc. 
S'il apparaît un mineur négatif, le système est instable et les calculs ultérieurs 
sont privés de sens. 

Si les coefficients de l’équation (1) sont représentés par des nombres, les 
conditions (4) sont facilement vérifiables. Mais si les coellicients de l'équation 
(1) contiennent des paramètres littéraux, alors le calcul des déterminants en 
présence de k importants devient difficile. 

On peut montrer que si les conditions (4) sont satisfaites, tous les coeffi- 
cients du polynôme (1) seront positifs 


& > 0, a > 0. …., an > (. (5) 
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On a déjà indiqué que les conditions (5) sont nécessaires mais qu'elles ne suffi- 
sent pas à ce que toutes les racines de f (4) soient disposées dans le demi-plan 
gauche Re À << 0. Toutefois, lorsque les conditions (5) sont remplies, les inégali- 
tés (4) ne sont plus indépendantes. Ainsi, par exemple, pour r = 5, les condi- 
tions de Routh-Hurvwitz sont-elles ramenées à deux inégalités: A, > 0, A4, > 0. 
Cela a permis à Liénard et à Chipart d'établir d’autres conditions de stabilité 
contenant à peu près deux fois moins d'inégalités à déterminants que les condi- 
tions 


(4). 
CONDITIONS DE LIÉNARD-CHIPART. Pour qu'un polynôme 
FO) ='aot Hat L... dan <+an (1°) 


ait toutes ses racines à parties réelles négatives, il faut et il suffit que: 
1) tous les roefficients du polynôme f (7) soient positifs: 


ao > 0, a > 0, ao > 0, He an > 0; 
2) les inégalités à déterminants 
S,-1 > 0, A, >0,:.: (6) 


aient lieu (ici comme ci-avant, on désigne par A, le déterminant de Hurwitz 
d'ordre k). 


EXEMPLE 2. Considérons la même équation que celle de l'exemple 1: 
gV + y + Ty + 8y° + 10y' + 3y = 0. 
Ici 
&Œ&=m=1>0, az = 1 > 0, a3=4>0, as = 10 > 0, 
a =3>0, 


ce qui signifie que la première condition du critère de Liénard-Chipart est 
satisfaite. 
On a ensuite, 


41 1 0 0 
4 7 1 | 1 
A, — =$ 0, AVE _1=3 (ER 
Ÿ [3 10 4 7 dé 4 . dd 
0 0 3 10 


donc, la condition 2 est également vérifiée. 


Eee cette façon, la solution triviale de notre équation est asymptotiquement 
stable. 


Etudier la stabilité des solutions triviales des équations sui- 
vantes : 


954. yiV = Ty + 12y" + 23y + 10y = 0. 

955. ylV + 2y" LE 4y" + 2y + 5y = 0. 

956. yIV + y" + 3y" + 2y + y = 0. 

957. yYŸ + 2yIN + 3y" + 2y" — y + y = D. 

Indiquer les valeurs de « pour lesquelles les solutions triviales 
des équations suivantes seront stables: 

958. y” + ay” + 2y — y = 0? 

959. yIV LL 2y" + y" — ay -— 3y = 0? 

960. ylV + 3y” + ay” + 2y° + y = 0? 
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Indiquer les valeurs de & et de B pour lesquelles les solutions 
triviales des équations suivantes seront stables: 

961. y” + ay” + 2y" + By = 0? 

962. y” —+— ay" + By + 3y = 0? 

963. y! — og" —+ 2y" -- By + y — 0? 

964. Quelle forme prendront les conditions de Hurwitz pour 
l'équation réciproque 

M + ph - qh® + ph + 1 =0 

(p et q sont des nombres réels) ? 


$ 27. Critère géométrique 
de la stabilité (critère de Mikhaïlov) 


Soit donnée une équation différentielle d'ordre n à coefficients réels cons- 
tants 


any) Hay) + ... Hany =. (1) 


La question de la stabilité de la solution admise par l'équation différentielle 
(1) se ramène à la question concernant la disposition des racines de l'équation 
caractéristique 


agAt + ani + ….. —+—an = {) (2) 


dans le plan complexe. La solution est fournie par le critère de Mikhaïlov exposé 
ci-dessous. 


Soit donné le polynôme caractéristique 


f(h)= ao Han it... Lan tan. (3) 
En substituant À — iw dans ce polynôme. on obtient 
f (iw) = u (w) + ir (w). (4) 
ou 
u (&)=—an —an-20°+ an; 0 — ..., } (5) 
v(@)—an-10 —an-30° +an-; 0° — ... 


Conformément à (4) et (5), la grandeur f (iw). pour le paramètre w donné, 
peut être représentée sur le plan complexe «Ov sous la forme d’un vecteur. 
Quand la valeur du paramètre & varie dans l'intervalle (—c, +), l’extré- 
mité de ce vecteur décrit une certaine courbe chaque point de laquelle correspond 
à une valeur déterminée de w. 

Le lieu des racines ainsi obtenu du vecteur f (iw) est appelé courbe de Mi- 
khaïlorv pour le polynôme f (2) (fig. 38). 

Lorsque w varie de —o à —< oo, le vecteur / (iw) tourne d’un certain an- 

le q. Si le polynôme f (À) admet m racines à parties réelles positives, alors que 
es n — m racines restantes sont à parties réelles négatives. alors 


= (n— mm) a+ m(—n) = (n — 2m) 7. (6) 


REMARQUE. Etant donné que u (w) est une fonction paire, la courbe de 
Mikhaïlov est symétrique par rapport à l’axe Ou. Pour cette raison, on peut se 
limiter à la construction de la portion de cette courbe correspondant à la varia- 
tion du paramètre w de 0 à +. Dans ce cas, la formule (6) prendra la forme 


gum tm (5) tr 2m) +. ® 
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Pour que la solution de l'équation (1) soit stable, il faut et il suffit que 
toutes les racines de l’équation caractéristique f (4) = 0 aient des parties réelles 
négatives, ce qui signifie que dans la formule (7) m = 0. 

Il en découle la formulation suivante du critère de Mikhaïlov: pour que la 
solution triviale de l'équation (1) soit stable, il faut et il suffit que: 


: 1 TT ss 
1) Le vecteur f (iw) tourne d'un angle = n Ze est-à-dire qu'il effectue 


n 


4 
2) le lieu des racines de f (iw) ne passe pas par le point :éro lorsque w varie 


de O à “oo. 


tours dans le sens antihoraire lorsque « varie de O à ko; 


Fig. 38. Fig. 39. 


Autrement dit. pour que la solution de l'équation (1) soit stable. il faut 
et il suffit que la courbe de Mikhaïlov traverse à tour de rôle n quadrants dans 
le sens antihoraire en entourant constamment l'origine des coordonnées. 

Si la courbe traverse à tour de rôle les quadrants, cela veut dire qu’elle 
coupe successivement les axes de coordonnées. Par conséquent, pour que la solu- 
tion soit stable, les coordonnées 4 (w) et v (w) des points de la courbe de Mikhaï- 
lov doivent s’annuler tour à tour. On arrive ainsi à la deuxième formulation du 
critère de stabilité de Mikhaïlov: 

Pour que la solution de l'équation (1) soit stable, il faut (si La courbe est décrite 
dans le sens antihoraire, les conditions ci-dessous sont également suffisantes) que 
toutes les racines des équations u (w) = 0, v (w) = 0 suient réelles et qu’elles alter- 
nent, c'est-à-dire qu'entre deur racines quelconques de l'une de ces équations on 
trouve une racine de l'autre équation. 

EXEMPLE. Etudier la stabilité de la solution triviale de l'équation 


piV + 2p + 39" + 2y° + y = 0. 
SOLUTION. Formons le polynôme caractéristique 


fO = + 2 + 3 + 27 + 1. 
Ensuite, on a 
f (Gw) = ot — 2io — 30° + 2io + 1, 
u (w) = © — 30° + 1, 
U(o) = —20 + 20 = 2w (1 — w°) = 2w (1 — w) (1 + w). 
Faisons varier & de O0 à + et construisons la courbe (fig. 39) 
{ u = 1 (&), 


'=Ær (&), 
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L'angle de rotation du rayon vecteur sera 
ñ H 
En 


1] en découle que n — 2m = 4; n = 4; par conséquent, m = 0. De cette 
façon. toutes les racines de l'équation caractéristique sont disposées dans le 
demi-plan gauche, donc la solution triviale y = 0 est asymptotiquement stable. 
En partant du critère de Liénard-Chipart, on aurait pu arriver à la même con- 
clusion, car tous les coefficients de f équation caractéristique sont positifs et 


2 1 0 
2 3 2 


2 =4>0, An-3=d1=2>0. 
Q 1 


An-1 = d3= 


tn 


Etudier la stabilité de la solution triviale des équations suivan- 
tes : 

965. 2yiV + 4y" + 3y" + 3y" + y = 0. 

966. 3y1V + 4y" + 3y”" + Sy + y = 0. 

967. yY + Sy = 10y" + 11y°" + 7y° + 2y = 0. 

968. ylV + 5yÿ" + 4y° + 3y° + 2y = 0. 

969. yY + 2yIV + 2y" + 46y" + 8Iy’ + 260y 

970. yŸ + yliV + Zy" + 4y" + 10y° + 3y = 0. 

971. yYIT H TyVI EL 28yY + By + 56y" +36y"+12y" + 41y=0. 

972. yiY + 3y" + 4y” + 3y + y 

no R- 


. 6 | 
976. yi* + 5y” + 18y” + 53y" + 60y = 0. 
977. yiVY + 6Gy” + 15y” + 18y° + 10y = 0 
978. yiV + 4y” + 10y” + 12y" + 5y = 0. 
979. y” + 6y” + 11y° + 6y = 0. 

980. yIV + Ty” + 12y" + 23y" + 10y = 0. 
981. yiV + 3y" + 3y" + 3y° + 2y = 0. 
982. yiY + 2y" + 4y°" + 2y + 5y = 0. 


B 28] DÉCOMPOSITIONS EN D 233 


983. yIV + 2y" + 8y + 5y = 0. 
984. yY + 4yiV + 5y" + 2y° + 4y = 0. 


$ 28. Décompositions en D 


Soit une équation différentielle linéaire à coefficients réels constants 
ay + ay +... + any =0. (1} 
Son équation caractéristique sera 
nl, ,..+an=M. (2} 


Pour porter une estimation sur la stabilité de la solution de l'équation (1), il 
est pre de calculer les racines de l'équation caractéristique. car il suffit 
d’établir qu'elles sont disposées dans le demi-plan gauche. Habituellement, 
ce problème est formulé de deux façons. 

PREMIÈRE FORMULATION. En supposant donnés tous les coefficients 
de l'équation (1), établir si sa solution est stable pour les valeurs indiquées de 
ces coefficients. 

DEUXIÈME FORMULATION. En supposant donnés certains coefficients 
de l'équation (1). trouver les valeurs des autres coefficients pour lesquelles sa 
solution est stable. 


CONSTRUCTION DES DOMAINES DE STABILITÉ 


NOTION DE DÉCOMPOSITION EN D. Soit donnée une équation caracté- 
ristique 


az" + 415 


ap —+aastl+ ... +an=0. (2 


L'ensemble des valeurs des coefficients de l'équation (1) peut être considéré 
en tant qu'un point d’un espace R,,, à n + 1 dimensions. A chaque point de 
l'espace R,+1 il correspond une valeur déterminée des coefficients a,, a. ... 

- 4n et, par conséquent, une valeur déterminée de toutes les racines z, 
Za, ++ 2 de l'équation caractéristique (2). Si dans l'espace R,;, il y a un- 
domaine tel qu'à chacun de ses points il corresponde une équation caractéristi- 
que dont toutes les racines sont disposées dans le demi-plan gauche, ce domaine 
est appelé domaine de stabilité, alors que l'hypersurface qui le borne est appelée 
frontière du domaine de stabilité. Supposons, par Be pi que tous les coeffi- 
cients, sauf deux (par exemple a, et a), de l'équation caractéristique (2) sont 
des nombres concrets. 

Admettons que, pour certaines valeurs déterminées de a, et a, notre- 
équation possède dans Île plan des racines (c'est-à-dire dans le plan des z) k raci- 
ne A à gauche et (n — k) racines situées à droite de l'axe imaginaire 
(fig. 40). 

Dans le plan À (plan des paramètres a, et a.), il y a une courbe qui borne 
un domaine (fig. 41) dont chaque point définit un polynôme qui admet égale- 
ment k racines situées à gauche de l’axe imaginaire et (nr — À) racines disposées 
à droite de cet axe. Désignons ce domaine par D (k, n — k) (k est un entier, 
0<k<n). 

Si, par exemple, l'équation caractéristique est de ne 3. c'est-à-dire 
si n = 3, alors, dans le cas général, on peut indiquer les domaines 


D(0,3, Dfi,2)}, D(2 1}  D(3. 0) 


situés dans l’espace des coefficients. 
Le domaine D (3, 0) sera le domaine de stabilité. 
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Remarquons que certains domaines, et, en particulier, le domaine D (3, 0), 
peuvent manquer. .. _ | . 

La décomposition de l’espace des coefficients de l'équation caractéristique 
en domaine contenant le même nombre de racines disposées dans le demi-plan 
gauche du plan des = est appelée décomposition en D de l'espace des coefficients. 


ÿ 


. e . 
k racines (n-k) racines 
e 


Fig. 40. Fig. 41. 


On peut procéder d'une façon analogue pour réaliser la décomposition en D 
de l'espace de n'importe quels paramètres qui peuvent déterminer la dépendance 
des coefficients de l'équation caractéristique. 

Supposons que les coefficients de l'équation caractéristique (2) dépendent 
de deux paramètres = et n (ces paramètres peuvent. en particulier, être repré- 
sentés par deux coefficients de l’équation considérée). 

Considérons la famille de polynômes 


ft 5 n) = EP (2) + nQ (2) +R (2), (3) 


Où (5. 1) sont des paramètres réels, alors que P, Q, R sont des polynômes en z 
connus à coefficients réels. 

Le problème qui se pose peut être formulé de la façon suivante: 

Trouver dans le plan des paramètres (£. n) (plan des «) un domaine 
D (n. 0) tel que. pour tout point (5. n) € D (x. 0), le polynôme (3) ait toutes 
ses racines : disposées dans le demi-plan gauche. ou s'assurer qu'un tel domaine 
n’existe pas. 

La construction des domaines D (k., n —— k) est basée sur les considérations 
suivantes : 

1. Les racines d'une équation algébrique sont continüment dépendantes 
de ses coefficients, ce qui signifie qu'une faible variation des coefficients du 
polynome f (5. 3. 1) entraîne également une faible variation de ses racines. 

2. Si un point (£. n) se trouve sur la frontière du domaine D (k. n —k), 
du polynôme (3) se situe sur l'axe imaginaire, c'est-à-dire que la frontière de la 
décomposition en D représente l’image de l'axe imaginaire du plan des z. 

En effet, si. par exemple. le point (£. n) € D (n. 0). alors toutes les racines 
du polynôme (3) sont disposées dans le demi-plan gauche. 

Si le point (5. n) se situe en dehors de D (n. 0), le polynôme (3) admet au 
moins une racine dans le demi-plan droit. 

Lorsque le point (£. n) se déplace continüment en passant du domaine 
D (n. 0) dans le domaine voisin, Îles racines du polynôme f (: £, 1) varient 
également d'une façon continue. Etant donné que, dans ce cas. il apparaît au 
moins une racine dans le demi-plan droit. celle-ci doit traverser l'axe imaginaire 
(axe Oy) au cours du déplacement du point G: n). Cela aura lieu au moment où 
le point (£, n) traversera la frontière du domaine D) (n. 0). 

Soit z = r + iy une racine du polynôme f (z, £. n). L'égalité (z, £, 1) = 
= 0 équivaut aux égalités 
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{ Euy (r, y)+nua(xr, y)+us(x, y) =0, «&) 

Sr (r, y)+Nve (x, y) + vs (x, y) =), 
OÙ Uj, Ue. Ua el Li, Le. va Sont respectivement les parties réclles et imaginaires 


des polvnômes P. Q et RAR. 
Si le déterminant du système (4) 


V1 la 
alors ce système est résoluble d’une façon uniforme par rapport à £ et n: 


{ S=S(r, y), (5) 


n=n(r y). 


Aux points où À 0. les équations (5) définissent l’image uniforme du plan 
des racines du polynôme f (:, £. n) sur le plan des paramètres (£, n). 

L'image réciproque n'est plus uniforme: à un couple fixe de valeurs (£, n) 
il correspond. généralement parlant, n racines. Si le déterminant du système A 
s'annule au point z, = z, + iy,. le système est soit incompatible, soit il con- 
tient des équations qui se déduisent l'une de l'autre. 

Dans ce dernier cas, sur le plan des paramètres #: il existe une droite toute 
entière constituée de points (£. n) pour lesquels z, = x, + iy, représente la raci- 
ne du polynôme f (:. £. n). Un point (r,. y,) de ce type (de mème que la droite 
qui lui correspond) sera appelé point erceptionnel (droite exceptionnelle). 

Trouvons sur le plan des paramètres (£. n) les points pour lesquels le poly- 
nôme (3) admet au moins une racine imaginaire pure 5: — iy. 

Le lieu géométrique de ces points est représenté par une ligne, dont les 
équations paramétriques sont 


ee Y)e 
n=n(U, y) 


et qui peut étre obtenue en posant r = Ü dans les équations (5) et par les droites 
exceptionnelles correspondant aux points exceptionnels de l'axe Oy (si ces 
points existent). 

Il est à remarquer que les équations (6) fournissent l'image de l'axe Oy 
par l'application (9). 

Nous allons appeler dans la suile ligne L le lieu géométrique susmentionné. 

La ligne ZL sépare le plan des paramètres en un certain nombre de domaines 
connexes. 

Chacun de ces domaines jouit d’une propriété en vertu de laquelle, pour 
tout son point (£. 1). le polynôme f (z. £. n) admet le mème nombre de racines 
disposées dans le demi-plan gauche. c'est-à-dire il constitue un domaine du 
type DK. n—k) 0<LKkLK u). 

De cette façon. la ligne L est la frontière de la décomposition en D cherchée. 

Examinons l'application (5) du plan des racines sur le plan des paramètres 


{ 3=5(z. y), 
n—=1 (x, y). 


(—>x <y<+ x) (6) 


Menons par le point (r,. #,) deux lignes: la ligne horizontale 7 et la ligne 
verticale ZI. 

DÉFINITION. Si le sens de rotation de 7 à IT est conservé par l’applica- 
tion (5). on dit que l'application conserve l'orientation au point (r,, #,); dans 
le cas contraire. l'application ne conserte pas l'orientation (fig. 42 et 43). 
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Si le déterminant 


se on 
0x or 

I = 0 
JE  ôn d 
y dy 


au point (ï5. Yo), l'application (5) conserve l'orientation au point (7, yo). 
Pour 1 < 0, l'orientation change. Si J = 0, la conservation ou la non-conserva- 
tion de l'orientation est tranchée par les dérivées d’ordre supérieur. On peut 


Fig. 42. Fig. 43. 


démontrer (cf. [5]) que le signe du déterminant Z se confond avec le signe du dé- 
terminant A où 
U) Un 


A = 


l'y Le 
de cette façon. si À > 0, l'application du plan des racines sur le plan des para- 
mètres conserve l'orientation, alors que pour A < 0. l'orientation change. 

Examinons de nouveau la décomposition du plan des w (plan des paramètres) 
en domaines D (k. n — k) (k < n) et désignons par L la frontière de ces domai- 
nes. Le sens correspondant à l'augmentation de y (à partir de y = —) sur ZL 
sera considéré en tant que sens positif; dans ce cas, la courbe L peut inclure 
plusieurs branches et, en effectuant le parcours complet de l’axe Oy, différents 
tronçons qu'elle contienne peuvent être décrits plusieurs fois (mais pas plus que 
n fois. où n représente la puissance du polynôme j (z, 3, n)). : 

Considérons un certain tronçon ww, de la courbe L et supposons qu'il est 
décrit r fois lors du parcours complet de f'axe Oy, ce qui signifie qu'à ce troncon 
il correspond r tronçons y#yË# (u = 1. 2, .... r) de l’axe susmentionné. Posons 
e, — 1 si le sens de yl'y# est le même que celui de l’axe Oy. et e, — —1 dans 

e. 3 . ° e. 
le cas contraire. Posons egalement 6, — 1 si le déterminant À > 0 sur le tron- 
çon yuyk. et ô, — —1 dans le cas contraire. Admettons que le point #, qui 
se déplace continüment suivant un chemin assez petit. traverse l’arc wir, de 
gauche à droite (fig. 44). A ce chemin on associe r chemins traversant les ses- 
ments y#uy* de l'axe Oy dans le plan des z. Si Eu 0 > 0, le chemin correspon- 
dant est dirigé du demi-plan gauche vers le demi-plan droit et le polynôme 
f. 5, mn) = $P () + n0 () +R (5) 

acquiert sur ce segment une racine à partie réelle positive, tout en perdant 
une racine à partie réelle négative; dans le cas où &,,-6,, 0. tout se passe à 
l'envers. 

En effet, soit e,-6, > 0. Cela peut avoir lieu dans les deux cas suivants: 
1) e, = 1, Ô, — 1: 2) e, = —1. 0, = —1. Dans le premier cas, le sens du 
segment y; y# de l'axe Oy se confond avec le sens positif de cet axe (£, — 1) et 
l'orientation est conservée (ô, — 1), ce qui veut dire que si dans le plan des w 
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on traverse l'arc ww, de gauche à droite. dans le plan des : on passe du demi- 
plan gauche au demi-plan droit (l'axe Oy est également traversé de gauche à 
droite comme indiqué sur la fig. 45). 


——+ 


Dans le deuxième cas, le vecteur ylyk est dirigé dans le sens oppose au 


sens Oy (eu = —1). Etant donné que 6, = —1. on assiste, dans ce cas, à un 
changement d'orientation et, lorsque dans le plan des w on passe de gauche 


Fig. 44. Fig. 45. 


à droite, l'axe Oy dans le plan des z est de nouveau traversé de gauche à droite. 

Le cas où e,-0, < 0 est examiné d'une façon analogue. 

On voit de cette façon que, lorsque l’on traverse l'arc ww. de la courbe L 
de gauche à droite, le polynôme f (: ©, n) perd 

N = eô1 + e20: +... + eô, 

racines à partie réelle négative. 

EXEMPLE DE VYCHNÉGRADSKI. Soit donné le polynome f (:) = 
= S$ + Ez + n2 + 1. Trouver le domaine D (3, O). 

SOLUTION. En posant : = iy et en séparant les parties réelle et imagi- 
naire, on trouve les équations paramétriques de la courbe L 


C'est la branche de l'hyperbole En = 1 disposée dans le premier quadrant. 
Lorsque l’on effectue le parcours complet de l'axe Oy (y varie de —o à +), 
l'hyperbole est décrite deux fois, donc r — 2; lorsque y varie de —œ à 0 


ÿ 
- Vha 


Ex 


Fig. 48. Fig. 47. 


l’hyperbole est parcourue dans un sens, tandis que les variations ultérieures de y 
de 0 à + entraînent le second parcours de l’hyperbole mais, cette fois-ci, 
dans le sens inverse. De cette façon, au segment w,w, de la courbe L il cor- 
respond deux segments de l’axe Oy: ylyh et y?y£ (fig. 46 et 47). Le déterminant A 
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sur l'axe Oy est égal à A = —#. Par conséquent, , = 1 (car. pour 1 = 1, 
y << 0), alors que ô, = —1 (car, pour u == 2, y > 0). Lorsque le point + tra- 
verse le segment w,w, de gauche à droite, on perd racines à partie réelle 
négative, où 


A l'origine des coordonnées, £ = n = 0. le polynôme j (:) prend la forme 3 + 1 
Er 

et admet comme racines 2, = —1{, 2, 3 — US. 

domaine disposé au-dessous de l'hyperbole est le domaine D (1. 2). Le domaine 

qui se trouve au-dessus de l’hyperbole est le do- 

7 maine D (3, 0). En effet, en passant de ce dernier 

domaine dans le domaine D (1, 2). le polynôme 

Î(:) perd deux racines à partie réelle negative et 

D(30) devient un polynôme qui admet une racine à par- 

ess tie réelle négative. Cela signifie qu'au-dessus de 

l'hyperbole il y avait trois racines à partie réelle 

négative (fig. 48). Pour la vérification, on peut 

£ prendre le point £ — n — 3 en lequel le polynôme 
prend la forme 


Fig. 48. D +3 +3+t! 


et admet Îla racine triple z = —1. 
Ainsi, pour construire les domaines D, procède-t-on comme suit :: 
1. Dans le polynôme / (z, ë, n). on pose = = iy, on sépare les parties réelle 
et imaginaire et on égale ces parties à zéro: 


{ Su (9) + Nue (y) + us (y) = 0, (7) 
Bus (y) + Nve (y) + vs (y) = 0. 


En résolvant (7) par rapport à & et n, on obtient 


{ &—=E& (y), 
n=n (y), 


c’est-à-dire les équations paramétriques de la ligne L. 

2. On construit la courbe L sur le plan des paramètres en faisant varier y 
dans les limites de —oo à +, de plus, si dans les équations (7) la première 
variable rencontrée est E, tandis que n est la seconde, le système de coordonnées 
EOn utilisé pour la construction de la courbe L doit être à droite. 

Si, pour une certaine valeur de y le déterminant du système (7) et les dé- 
terminants 


et, par conséquent, le 


2D(12) 


(221 — Us 


et A, = 


l1 — la 


s’annulent. cela signifie que, pour cette valeur de y, une des équations (7) se 
déduit de l’autre et. pour cette valeur de y, on obtient dans le plan 50n une 
droite (droite singulière ou exceptionnelle) au lieu d'y avoir un point. Cette 
droite sera également incluse dans la frontière de la décomposition en D. 

Si le coefficient du terme d'ordre supérieur de l’équation caractéristique 
dépend des paramètres E et n, en égalant ce coefficient à zéro, on obtient l’équa- 
tion d’une autre droite singulière correspondant à y = co. 

Si, finalement, le déterminant du système (7) À = 0, la frontière de la dé- 
composition en D ne contient que des droites singulières. 

3. On sépare les domaines connexes en lesquels la courbe L sépare le plan 
des paramètres et l’on obtient de cette façon les domaines D (k, n — k) (0 < 
<k<Ln). 
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4. On détermine le caractère de ces domaines, c'est-à-dire on trouve k 
et x — k. Pour ce faire, on choisit dans chacun des domaines D (k, n — k) un 
point (Ëo 1) et l'on étudie la stabilité du polynôme / (2, 80, 10) à coefficients 
numériques obtenu à l’aide des critères de stabilité de Routh-Hurwitz et de 
Mikhaïlov exposés au &$ 26 et 27. 

Construire les domaines D des polynômes suivants: 

985. 2° + Ez° + nz + G. 986. 21 + Ezs 1 n° + 45 + 1. 

987. 23 + 22° + 112 + n. 988. 25 + (2° + 2) E + nz — 4. 

989. 21 + 22 + Eù +: +n. 990. 23 + 32° + Ez + n. 

991. 23 + Ez? + (2 + 1)n + 1. 992. 23 + n° + Es + 6. 
993. 23 + 25° + E (2 — 1) + n. 

994. 23 + E (2° + 2) + 5 + 2n. 


995. Ezs + 32° + nz + 1. 
996. E (25 + 2°) + n (5° + 1) + 2z. 
997. E (2 — =) + n (À +z—1) +1. 


$ 29. Stabilité des solutions des équations aux différences 


J.Résolution des couations aux différences linéaires homogènes à coeffi- 
cients constants. Soit donnée une équation aux différences d'ordre k: 


f(ui+k +af(n+k—1) +... + af (n) = 0, (1) 


où a, 0; f (n) est la fonction cherchée à argument entier; a, ..., ay sont 
des constantes réelles. 

Pour trouver les solutions non triviales (non nulles) de l'équation (1), on 
forme l'équation caractéristique 


Ah+ a+... +apah an = 0 (2} 


Soient Ày, À». - . .. Ày les racines de l'équation (2). 
Les cas suivants peuvent se présenter : 
1) Âge Àgs + - «+ An sont des racines réelles et distinctes. 
La solution générale de l'équation (1) sera de la forme 


f(n)= CA + Cas + +ChAEs (3) 
Où Cys Co » + «+ Cr sont des constantes arbitraires qui peuvent être détermi- 
nées si les conditions initiales 
f (0) = os fD=fu es. (KR —1)= fr 


sont données. 
2) Les racines de l'équation caractéristique sont réelles mais parmi elles 


il y en a qui sont multiples. Soit, par exemple, À — 2, = ...— À; — À, ce 
qui signifie que Z est une racine de multiplicité j de l'équation (2), alors que 
toutes les autres racines À sont distinctes. 

La solution générale de l'équation (1) sera 


JR) = CÂR + ConÂn + Ori AN CA + CHAR. (4) 


3) Parmi les racines de l’équation caractéristique (2) il y a des racines 
complexes simples. Soient, pour fixer les idées 


h=a+ip, À = à — if. 
RS 
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tandis que les autres racines sont réelles et distinctes. 
La solution générale de l’équation (1) prendra alors la forme 


f(n)=Cilh:l cos (n Arg À1)+Co | 1 l''sin (n Arg À:1)-+ 
+ Ca ls "cos (n Arg Às)+ Ci ls lt sin(n ArgAs)+CSAR +... +CRAR. (5) 
4) Si 2 = x + iB est une racine de multiplicité j de l'équation (2) 
( i < 3) .alors À = % — if sera également une racine de multiplicité j et la 
solution générale de l'équation (1) s'écrira 
f(n) = (CO + Con +... + Cynit) [Ar cos (n Arg À) + 
+ (Cjra + Cyron + oc + Cojnit) [Al sin (n Arg À) + 
+ Caj+ihei+i +... + Crhr. (6) 


REMARQUE. La racine 4 = 0 correspond à la solution triviale f (nr) am 0. 
EXEMPLE 1. Trouver la solution générale de l'équation 


fr +2) + 4f{(n +1) + f(n) = 0. 
SOLUTION. On forme l'équation caractéristique 
+ 4 +1 = 0. 


Les racines de cette équation 2,= —2 — W3, k2 = —2 +y3 sont réelles et 
distinctes, donc, 


f(n)=Ci(—2— V3m+C:(—2+ V3} 
EXEMPLE 2. Trouver la solution générale de l'équation 
fn +3) —3f(n +2) + 3f(n + 1) — f (nr) = 0. 
SOLUTION. L'équation caractéristique est de la forme 
23 — 322 + 3. — 1 = 0 ou (À — 1} = 0. 
D'ici on trouve À, = 2e = À = 1. La solution générale sera 
fn) = (C1 + Can + Can) 17 = Ci + Con + Can. 
EXEMPLE 3. Trouver la solution générale de l'équation 
f(n+2)—2f(n +1) + 2f(n) = 0. 
SOLUTION. L'équation caractéristique 
X—2.+2—=0 
admet les racines complexes simples 
a=ité li. 


On trouve 
I1+il= 72, ArgA+I=T. 


La solution générale est de la forme 


n n 
o. 


OÙ E° 


TN LC LL, ( LATE ee Le 
f(n)=C12* cos Z + C22 * sin ze =? C1 cos Z +C:sin Z }: 
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EXEMPLE 4. Trouver la solution générale de l'équation 
f(n+4) + 2f(n +3) + 4f(n +2) —2f(n + 1) — 5f (n) = 0. 
SOLUTION. On forme l'équation caractéristique 
Â4 248 + 492 — 21 — 5 = 0. 
Mettons-la sous la forme 
(A? — 1) (42 + 24 + 5) = 0. 


Cette équation admet comme racines 
ha — 1, he —= —1, À — —1 + 2i, h4 — —1 — 24. 
Ici 
I—14 +2 = V5,  Arg(—1 + 20 = x — Arctg 2. 
La solution générale de l'équation donnée sera 
n 

fn) = C1 + Ca (—1)+ [C3 cos n (x— Arctg 2) + C, sin n (x — Arctg 2)] 5? 
ou 

n 


fin = Ci + Ce (—1+ (—17 52[C, cos (n Arctg 2)— C, sin (nr Arctg 2)] 


Résoudre les équations aux différences suivantes: 

998. 3f (r + 2) — 2f (n + 1) — 8f (n) = 0. 

999. f (2 + 3) — 3f (n + 2) + 3f (n + 1) — f (n) = 0, 

Î 0) = 1, f(1)=2, f (2) = 3 

1000. 4f (nr + 2) — 8f (n + 1) + 5f (n) = 0. 

1001. f (n + 3) — 8f (n) = 0. 

1002. f (an + 4) — f (nr + 2) + 2f (nr + 1) + 2f (n) = 0. 

1I. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES LINÉAI- 
RES NON HOMOGÈNES À COEFFICIENTS CONSTANTS. Soit donnée une 
équation aux différences linéaire non homogène d'ordre k 

fii+k +af(intk—1)+.. + af (n) = 8 (n) (9 


à coefficients réels constants a;, . .., a,. La solution générale de cette équation 
est donnée par la somme de fa solution générale de l’équation homogène cor- 
respondante et d’une solution particulière quelconque de l’équation non homo- 
ne. 
1) Supposons que le second membre g (n) de l'équation (7) est 


8 (n) = ru (n), 


où uw (n) est un polynôme en nr de degré m, alors que r est un nombre réel. 
Si r n’est pas une racine de l'équation caractéristique (2), la solution 


particulière f{n) doit être cherchée sous la forme 
f(n) = ru (n), 
où & (n) est un polynôme de degré m; mais si r est une racine de multiplicité ; 


de l'équation (2), alors u (r) est un poynome de se dde m + j. 
2) Si le second membre g (n) de l'équation (7) s'écrit 


g (n) = u (n) sin an ou g (n) = u (n) cos an, 
16—0155 
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la solution particulière sera 
F(n) = 7% (n) sin an + U (n) cos an. 
3) Si g (n) = u (n) sh an ou g(n) = u (n) ch œn, la solution particulière 
doit être cherchée sous la forme 
f (n) = u (n) sh an + u (n) ch an. 
Ici et au n° 2) u (n) et u (n) sont des polynômes dont le degré est déterminé 


conformément à la règle exposée au n° 1). 
EXEMPLE 5. Trouver la solution générale de l’équation 


fin+2)—4f(n +1 + 3f(n) = 27 (n +1). (8) 
SOLUTION. L’équation caractéristique À — 4À + 3 — 0 admet les raci- 
nes À, = 3,72 = 1. La solution générale de l'équation homogène correspondante 
sera 
Î (2) — C1-37 + Cge 
Etant donné que le nombre 2 ne constitue pas une racine de l’équation caracté- 
ristique, la solution particulière de l’équation non homogène doit être cherchée 
sous la forme 
fn) = 27 (An + B) (9) 
où À et B sont des coefficients non déterminés. En substituant (9) dans (8), 
on obtient 
2n+2 (An + 2A + B) — 4-2n#1 (An + À + B) + | 
+ 3.27 (An + B) = 22 (n + 1) 
ou 
4 (An +24 +B)—8(4n+A+B +3(4r+B)=n+1. 
D'ici l'on trouve 
4A —8A +3A = 1, 
8AL4B—8A4A—8B+3B=— 1, 
et À = —1, B = —1. 
De cette façon, la solution particulière de l'équation donnée sera 
f{)=-2 (R+1); 
alors que la solution générale s’écrira 
fin) = C13 + Ca — 2 (n +1). 


Trouver les solutions générales des équations aux différences 
linéaires non homogènes suivantes: 

1003. f (a +2) —2f(n+1)—f{(n) = n. 

1004. f (n + 2) + 2f (n + 1) + f (n) = 3-32, f (0) = 0, : 
f () =0. 

1005. f (n + 2) + f (n) = sin 2r, f (0) = 0, f (1) = 1. | 

1006. f (n + 3) — 3f (nr + 2) + 38f (r + 1) — f (n) = e. 

1007. f (nr + 3) + 8f (n) = 2. 
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III. STABILITÉ DES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉ- 
RENCES. La solution f* (#7) d'une équation aux différences d'ordre k satisfai- 
sant aux conditions initiales 


f* (0) = f$, à (1) = f?. Sir, e® f" (E — 1) = frf, 
est appelée stable si pour tout e > 0 il y a un Ô (e) > 0 tel que, pour n’importe 
quelle solution f (x) de l’équation (1) qui vérifie les conditions initiales 
f (0) = fo» fD=fn 1-10 = fr, 
de l’ensemble d'inégalités 
Vo — 1 <S, La — ff < 6, ..., lfpi — fh-1l < Ô 

on déduit l'inégalité |f (n) — f* (n)| << & pour tout n > 0. 

Si, pour un 6 (€) > 0 aussi petit que l'on veut, l'inégalité |f (n) — f* (n)| < 


< e n'est pas vérifiée pour une solution quelconque f (n), la solution f* (n) 
est appelée instable. 


si l'inégalité |f (7) — f*(n)| << & est satisfaite et si, en outre. la condition 
lim {[f(r) —/f* (n)) = 0 
n-00 
est vérifiée, la solution f* (n) est appelée asymptotiquement stable. 


L'étude de la stabilité de la solution f* (7) admise par l'équation aux diffé- 
rences linéaire non homogène 


fin+k+af(in+k—-1)+...+af(n) = £g(n) 


au moyen de la substitution œ (nr) = f (n) — f* (n) se ramène à l'étude de la 
stabilité de la solution triviale de l'équation homogène 


pirn+k)+apin+k—1)+...+ ap (n) = 0. 


Dans la suile, nous allons nous borner à l’étude exclusive des solutions triviales 
des équations homogènes. 


EXEMPLE 6. Compte tenu de la définition de la stabilité d’une équation 
aux différences, étudier la stabilité de la solution de l’équation 


2f (n + 2) — 2f (n + 1) + f (r) = 0, (10) 


satisfaisant aux conditions initiales f (0) = 0, f (1) = 0. 


SOLUTION. L'’équation donnée admet comme solution satisfaisant aux 
conditions initiales f (0) = 0, f (1) = 0 


f(n)=0, 
car à partir de (10) on tire 


fm+2= fn +15 fun). 


Toute solution de cette équation vérifiant les conditions initiales f (0) = fs, 
f (1) = f1 est de la forme 


per | fo cos + Gi — fo) sin LE |. 


Prenons un & > 0 arbitraire et montrons qu'il existe un 6 (e) > 0 tel que, pour 
[fe — 01 << Ô et [f1 — 0] < 6, l'inégalité ê Re 


| ny : 
10—$% (0 1= | fo cos a — fo) sin LE | < e 
soit vérifiée pour tous les n > 0. Conformément à la définition, cela veut dire 


que la solution nulle f* (n) = 0 est stable. 
16% 
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Il est évident que 


nr... . NA 
U à —— - — Sin — ; 
RO al dei 
on/2 Es Jn/2 


<Tfol+lfi—-fol <1fol-tfhil+l fol L2(1/1-<1/ 01) 


< 


pour tous les n > 0. Pour cette raison, si [f,] + [fil << - , à plus forte raison 
[0 — f* (n)l << e pour tous les nr > 0. Il s'ensuit que, si, par exemple, l'on pose 


ô (e) = alors, pour {fl << 6 et |f1] << 6, l'inégalité [0 — f* (n)| << e sera 
vérifiée pour tous les x > 0, et, par conséquent, la solution nulle de l'équation 


donnée est stable. La stabilité établie est asymptotique, car 


fo c08 (fi — fo) sin 


RS ES SR 


En partant de la définition de la stabilité, étudier la stabilité 
des solutions nulles des équations aux différences suivantes: 

1008. 8f (2 + 2) + 2f (n + 1) — f (n) = 0. 

1009. f (nr + 2) + f (n) = 0. 

1010. 4f (nr + 2) — 4f (n + 1) + f (n) = 0. 

1011. f (a + 2) — 6f (n + 1) — 7f (n) = 0. 


Pour étudier la stabilité de la solution nulle ÿ (nr) zs O0 de l'équation (1), 
on fait appel à la règle générale exposée ci-dessous. 

1. Si toutes les racines de l’équation caractéristique (2) sont inférieures à 
AT en module, la solution f (n) = 0 de l’équation (1) est asymptotiquement 
stable. : 

2. Si au moins une racine de l'équation caractéristique est supérieure à 
l'unité en module, la solution f (n) = 0 est instable. 

3. Si l'équation caractéristique admet des racines simples à modules égaux 
à l’unité. aude que les autres racines (si elles existent) sont inférieures à l'unité 
en module, alors la solution f (n) = 0 est stable mais cette stabilité n'est pas 
asymptotique. 

4. Si l'équation caractéristique admet au moins une racine multiple dont 
le module est égal à l’unité, la solution f (nr) = 0 est instable. 

La règle ci-dessus ramène la question de la stabilité de la solution nulle 
admise par l'équation (1) à l'établissement des modules des racines que possède 
l'équation caractéristique (2). 

EXEMPLE 7. Etudier la stabilité de la solution nulle f (n) «= 0 de l’équa- 


tion 
2f(n+2)—2f(n+1)-f(nr) = 0. 
SOLUTION. On forme l'équation caractéristique 
227 — 2,+1—= 0, 


: : | 
qui admet comme racines Man. On a 


=. | 


2 


| À1,e = 
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On voit donc que la solution f (4) =0 de cette équation est asymptotiquement 


stable. 
EXEMPLE 8. Etudier la stabilité de la solution nulle de l’équation 


fin +2) —2f{n +1) + 5f(r) = 0. 
SOLUTION. L'équation caractéristique 
2: —21+5—0 
admet comme racines 
M=i+2, = 1—)i 
On a 
IAMl=lasl=l1+2il=7y5>1. 


Les deux racines sont supérieures à l’unité en module, ce qui indique que 
la solution f (7) = 0 est instable. 
On sait que la fonction 


__w+i 


7 w—1 


applique l’intérieur du disque unité du plan des À sur le demi-plan gauche 
du plan des w. Aux racines de l'équation caractéristiques (2) disposées à l'inté- 
rieur du disque unité |À| << { (elles sont donc inférieures à l’unité en module) 
on mettra en correspondance les racines de l'équation transformée 


Go + 138 + a (w + 1)8-t (w — 1) +... + a (w — 1 =0 
ou | 
bouk + bwkl+...+b, = 0, (11) 
qui se trouvent dans le demi-plan gauche du plan des w. 
La question concernant la disposition des racines de l’équation (11) peut 
être résolue à l’aide du critère de Routh-Hurwitz ou du critère de Mikhaïlov. 


EXEMPLE 9. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
les solutions de l'équation caractéristique 


3 + où + a = 0 (12) 
soient disposées dans le disque unité |A] < 1. 
SOLUTION. On pose À = — 


w — 1 


wo + 192 + a (w + 1) (w — 1) + a (w — 1} = 0 


. Alors l’équation (12) prend la forme 


ou 
1 y + as) w°? + (2 — 2a3) w + (1 — as + @) = 0. (13) 


On applique le critère de Routh-Hurwitz (cf. $ 26) au polynôme (13). La 
matrice de Hurwitz est de la forme 


es PR) 
(Q 1—ai+a: 


Les mineurs diagonaux principaux de la matrice de Hurwitz sont 
A1 = 2 — 2a;, Aoe = (2 — 2a3) (1 — a, + a). 
En vertu du critère indiqué ci-dessus, on doit avoir 
1+a+a>o, 1 — a, > 0, {—a+a > 0. (14) 
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On voit donc que l'équation caractéristique (12) admet des racines dans le 
disque |A] << 1 si, et seulement si, les conditions (14) sont satisfaites. 

COROLLAIRE. Une équation aux différences linéaire homogène d'ordre 2 
à coefficients constants 


fn +2) + &f(n + 1) + af (n) = 0 


admet une solution nulle jf (n) = 0 asymptotiquement stable si, et seulement 
si, ses coefficients satisfont aux conditions (14). 
EXEMPLE 10. Etudier la stabilité de la solution nulle f (n) ss 0 de l’équa- 


tion 
R+2—-2f(n+0+f() = 0. 
SOLUTION. Ecrivons cette équation comme suit 
fe +2) — fn +0 +5 fn = 0. 
Ici a = —1, a, — 0,5. Donc 
1+ata=05>0, 
1—a=0,5>0, 
1—a+a=2,5> 0. 
Les conditions (14) du critère de Routh-Hurwitz sont satisfaites. Cela signifie 


que la solution f (7) == 0 est asymptotiquement stable. 
EXEMPLE 11. Etudier la stabilité de la solution nulle de l'équation 


fn +2) + fn +1) + 2j (n) = 0. 
SOLUTION. Ici a = 1, a; = 2. Donc 
1+u+aee=4>0, 
1— a = —1< 0. 
La solution nulle est instable. 


Indiquer les conditions nécessaires et suffisantes pour que les 
solutions nulles des équations aux différences suivantes -soient 
asymptotiquement stables: 

1012. af (n + 3) + af (n + 2) + af (n + 1) + asf (n) = 0. 

1013. f (nr + 4) + pf (n + 2) + qf (n) = 0. 

1014. f (nr + 5) + pf (n) = 0. 

1015. af (n + 5) — bf (nr) =0, a 0, b > 0. 

En utilisant le critère de Routh-Hurwitz, étudier la stabilité 
des solutions nulles des équations aux différences suivantes: 


1016. 11 (r + 4) — 8f (n + 3) + Sf (n + 2) — 4f (n + 1) + 


+ f (n) = 0. 

1017. f (n + 4) + f (r + 3) + f (n) = 0. 

1018. 12f (n + 4) — 3f (nr + 3) + 2f (nr + 2) + 2f M … 
—s] (nn) — LVL. 


1019. 7f (n + 4) — 4f (n + 3) + 30f (n + 2) — 4f (nr + 1) + 


+ 3f (n) = 0. 
1020. f (n + 5) — f (n + 1) + f (n) = 0. 
1021. fin +5)—f(r +2)—f{(nr) =0. 
1022. fn +5) +f(n +1) —f{n) = 0. 
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. 20 ___ 36 de ne 
dr nn TT 
| 2 (a? —b?) 

4. 11 n'y a pas de solution réelle. 5. as +00 


Fun 7 Gun: 
| 1 3 1 'Æ 
A nu D mn, 5h, de 2 do. 


9. a) p=5, p=Arctg + ; b) p=4, p=+n; c) p=5 V2. p= 


3 
=arctgh=n; d)p=t, pénis €) p=5, qg=—Antg?; Î p=i, 


p—=2r—<. 


10. a) 2(cosxtisinx); b)2 (cos T+i sin +) * C)2 cos + + 


) 
+isio D) ; à VZG—sme) | cos (FE +%)+isin (5+5) 


; © 
2 


: = —i 
e) 1(cosaisina); f) 2eT;  g)1.e :  h)Â.e + ii) 2e 3; 


ee { { Arctg © 
) te! 7) : k) V 34e $, 


11. INDICATION. Etant donné que z° — 2x cos « + À? = 
= [r — À (cos &« + i sin «)] [r — À (cos « — isin«x)], il faut montrer que 
f TA (cos « + i sin a)] = 0. 

12. a) —219 + iy/3); b) 2104 +i); c) 1728; d) 1. 

13. INDICATION. Utiliser la relation 


1+itga cosa+isina 
1—itgaæ cos(—@)<+i sin (—@) 


et appliquer la formule de Moivre au numérateur et au dénominateur. 

15. a) 3 cos? ? sin q —sin® ; b) cos @ — 3 cos sin® ®; 
c) 4 sin q cos® @ — 4 cos sin p; d) cost p — 6 cos p sin + sin y; 
e) 5 sin y cost ® — 10 cos“ p sin° ® + sin°p; ff) cos p — 10 cos® p sin? p + 
+ 5 cos y sin p. 
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16. a) +; +) 2 (+0: o) + V3+0, —1; 


va v? 


a A | 3 . 3 
d) + (cos =: sin +) , + (cos + atisin — 2 À 
4 ES “ . 
17. a) 4 +45 D LÉ Go $2 (cos +isin Se); 


6 RL Tr \. . 
y 12 (sin 7 —tcos 7) s C) + (V3 i). 
18. y 2(cos6°+isinG"); ‘y 2(cos 78 +isin78); y 2(cos 150°+ 


+ 4 sin 150°) ; 2 (cos 222°—L i sin 222°); Ÿ 2 (cos 294°+ 4 sin 294°). 


19. a) Tout le plan complexe dans lequel on a découpé un disque de rayon 2 
centré à l’origine des coordonnées. b) Un Se Le de rayon r = 1 centré à l’ori- 
gine des coordonnées et privé de son centre (le disque est « percé »). c) Tout le 
plan complexe privé d'un disque de rayon r — 1/2 centré sur l'origine des 
coordonnées. 

20. a) Une circonférence de rayon r — 8 et de centre au point = = 5i. 
b) Un disque avec sa frontivre, de rayon r = 4 et de centre au point = = 1 -- i. 

21. a) La portion de couronne comprise entre deux demi-droites Arg 2 = 
= 7/4 et Arg : = n/2 et deux circonférences de rayons r = 1 et r = 2 centrées 


au point z— —i. b) La portion de couronne comprise entre deux demi-droites 
ATg z — _ et Argz=—= — x et deux circonférences de rayons r = 2etr=3 


centrées au point z = 0. L'ensemble inclut également la partie de la demi-droite 
Arg 27 x située entre les circonférences indiquées ci-dessus et la partie de 


la circonférence de rayon r — 3 comprise entre les demi-droites citées. 

22. a) Le demi-plan droit y compris l'axe OY. b) Une bande déterminée 
par les droites y = 0 et y — 1 y compris ces droites. 

23. a) Une couronne concentrique bornée par les circonférences de rayons 
R:1 = 1 et R: = 2 de centre au point z, = —(2 + i). Les deux circonférences 
appartiennent à l’ensemble. b) La partie du plan disposée au-dessous de 
droite y = zx. c) Une bande comprise entre les droites x = 1 et zx = 2. 

24. L'intérieur du cercle unité. 


25. a) L’extérieur de la parabole y — _. — 1. b) Le demi-axe réel positif 
y compris le point (0, O). 


26. L'intérieur de l’hyperbole zy = — J. 
27. Le domaine annulaire compris entre Jes ellipses += 


et +=! y compris les ellipses elles-mêmes. 


28. a) L'intérieur de la circonférence x? + (y — 1)° = 1. b) Le domaine 
compris entre les circonférences 


{œ@—1} +y—1} = 2et (x — 2}? + (y — 2} = 8. 
29. La droite zx = —2. 30. La droite y = 2. 


31. a) L'hyperbole zy = 1. b) L'hyperbole z° — y° = 1. c) La circonfé- 
rence z° + (y + 1)}° = 1. 
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D L'iisnebole met 


2 
32. a) La circonférence (:—5) + y° =. 


33. L'hyperbole z°—y° 


34. La circonférence (r<+ 1)°< 


35. a) L'ellipse ++ =1. b) La demi-droite confondue avec l'axe OY 


et comprise entre —1 et — co. 


y+2) 
36. a) L'hyperbole _ ET IT EE b) L'ellipse 
ee (222) 


y® 
 — 1. 
Li (3 V2} 


(3) 

37. a) La circonférence z°+ y®= 1. b) Une droite perpendiculaire au segment 
2122 et qui passe par son milieu. c) L'hyperbole (=> per. d) La 
parabole y2=2r+ 1. 

38. a) =—z—0 et z2+2—0; b)z+:+i(:—:)=0: oc) k(:+:)+2b+ 


+i(z—2)=0. 
39. a) 22+:2—2at; b) 2:+:+:—0. 
Parts Se 7= 
_(4+ÿ2; 14 HE SL LÈVS 


40. 
M. —1;3; 142%. 42 := LR, 43. bhat. 44. —3— 
V3 45. V3—i. 
46. SOLUTION. D'après la condition imposée, on a 
5 
4 — 3i) (cos sinp)=—(—1+Li 
où ( i) (cos + i sin ) = (—1+i) 
5 
& cos 3 sin =——— ; 
+3 sin q V2 
D 
—3 cos +4 SIN P=— |, 
P P 72 
2 1 V2 , C'est-à-dire gp=——+ , donc, 


D'où sinqg=V? , COSp= —— 5 — 


P—= — Arctg +. 
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47. pin. 48. zx = cotg ET (k=1, 2, ...9 n—1). 


49. 2h = TER (k=0, +1, 22, .) 50 = 2417 V2. 
51.1 =3+#i, 2—=1+8, 23 = —1+1. 
53. SOLUTION. Considérons la somme 
Sh = (cos x + i sin x) + (cos 2x + i sin 2x) +... + (cos rx + i sin rx). 
En appliquant la formule de Moivre, on obtient 


Sh = (cos rx + isin zx) + (cos x + isin x} +... + (cos z + à sin zx)". 


C'est la somme des r premiers termes d'une progression géométrique ayant 
<omme dénominateur qg = cos z + i sin z et en qualité de premier terme & = 
= cos z — i sin z. Cette somme est égale à 

(cos z+ i sin z)— (cos nz+ i sin nzx) (cos z+ {sin x) 


Sn = 1— (cos x+isin zx) 


En séparant les parties réelle et imaginaire, on obtient 


sin = in 
2 (n+1) zx | 2 . (n+i)z 
Sn=——— cos ne = SD —5—_— 5 
Sin Sin 
D'où 
sin —— 
9 
a) sin z+sin 2z+...<+sin nz= ——— sin CIE ; 
sin — 
2 
sin — 
b) cosz+cos2z+...—+cos nz = = cos ee 
sin — ” 
2 
_ os 
54. a) sin LA b) sin 2nx | 


sin z 2sinz 
55. a) u—z—+2ry, v—=y?—23—y5 bb) u—z—y?, v—=1<+2rzy; c) u= 
z ÿ 
ar ri 4 
220 vtl ty tz .; 
(z+1)2+y2 (+1 + y | 


56. a)w—=—1; b)w——3—4i; c) w— 


= Say? —2, v—1—31ry+y;: d) u= 


Re I ET 1 
a+ a+ y 


1+i, __ 5+412 
2 ’ d) D=— 13 e 


57. a) La circonférence u® + v? — 4 parcourue dans le sens horaire. b) L'axe 
Ov (sauf le point O) parcouru comme suit: de 0 à +, ensuite, de —œ à 0. 
<) La demi-droite dirigée suivant la bissectrice du 1II° quadrant et allant de œ 
à 0. d) La demi-droite dirigée suivant la bissectrice du 1°° quadrant et allant 
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de à 0. e) La bissectrice du 11° quadrant parcourue de O à et la bissectrice 
sn IVe auadrant parcourue de © à 0. f) Le demi-axe réel positif parcouru de 
oo à 
58. . L’axe OX est transformé en l'axe OU, de plus, mue z varie de 
—0 à +, l'axe OU est parcouru de +1 à — et de Ho à +1 (le point 1 
est exclu). L’ axe OY est transformé en la circonférence u? + v® = 1. b) L'’axe 
OX est transformé en l'axe OU (cf. point a) ci-dessus). L'axe OY est transformé 


en la droite u — 1 parcourue de +1 à 1 + ic et de À — ico à +1 (le point 1 
est exclu). 


99. a) u—=2r—1, v—=2y; b) u=2x?—yt+z, v—=(2r+i)y; c) u= 


a 
ET TE 
60. sa u—=e-*cosy, v= —e*siny; b) u = e*3-V? cos 2zy, v = 


= “1° sin 2zy; chu=sinzchy,v=cosrzshy; d)u= ch zxcos (y—1), 
he nt 0) 


61. a) [" une 1n 3 ETRY cos [2kn (z?— y?) +2 In 2-zy], 
pet -0*) In 2-4hAxy in [9x4 (x2— y?) +2 1n 2.xy] 
(k=0, +1, +2, : ss) 
___ sinzcosz __ Shychy 
bJ'u=chzcosy, v=chzsiny; c)u= chy—sinz ” den ch®°y—sinèz 


62. a) p— 3/4, Po = — 1/2; b) p—5/4, To="r. 
63. p=ch1, p=:x/2. 64. p=n, po—=—1n/2 65 p—cos* (in3), Py=0. 


66. a) 1+2kni. Ici et dans la suite s’il n°'y a pas d'indications contrai- 


res, k—0, +1, +2, ...: b) (a+) ai; ©) (24m) : d) In V2+ 


+(2—<+) ni; e) In 1734 (24r—Arctg +) if) — (a+) 14 2m 
(k, m—=0, +1, +2, ...). 


, 
67. a) Ur)e b) ACTES c) eh. d) eV 2(2k+1)x4. 
L 2 1 TP PE À D 
us: f) be Le f) 72 DC 


68. a) p—0, ® n'est pas déterminé; b) p=e"°Àt, p—=In10+2mx 
, m0, +1, Æ2, ...); ©) p=de#t, =—In3+2mn (k m=0, +1, 
+2, ...). 

69. à) — +6 =; b) + In? ai. 

V2 7 
70. a)ishn; b)chzr; c) ith +. 


31. a) —icothn: b) 2k1—iln(/2—1), (2k+1)7a—iln(V2+1); 
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c) (+) x—iin(V5+1), (2) ai in(V2—1). 


9 
72. a) kn<+i = (k=0, +1, +2, ...); bi; c) 0. 


73. 2x —=(2k4+1)ni (k=0, +, +2, ...). 


74. = (2x) ai (k=0, +1, +2. ...). 


75. =x—=(2k+i)r+iln2 (k=0. +1, +2, ...). 


706. = (1) TZ (k—=0, Hi, +2, ...). 


77. 2on—=2h1—iin(Vr+i—n), 


zh (2k+i)n—ilin(Vritibn) (k=0, +1, +2, ...) 
78. z—=N0. 
79. 2ok = 2kri, zohu =(2k+t)nitin3 (k —0 Hi. + rs À 


80. 24 = In (1+ V?)-- (2x +—) Ti, 2x =In(V2—1)+ CRE (k= 


=), EE, 22,::..), 


81. a) z:=1—i;, b) =: = —e — i. 82. 1. 

83. Q. 84. Il n'y a pas de limite. 85. 0. 86. 1/3. 

87. —i. 88. i. 89. Il ny a pas de limite. 90. O. 

94. i. 95. V2 96. —i. 97. —2i. 

104. a) Non. b) Oui. c) Non. d) Oui. e) Non. f) Oui. 

105. a) Non. b) Non. c) Non. d) Oui. 

109. INDICATION. Pour deux directions quelconques caractérisées par les 
vecteurs unités s° et n° liés entre eux par la relation n° = is°, les conditions 
généralisées de Cauchy-Riemann 


qu dv ov ou 
OS on | "ds — on (D) 
ont lieu. Pour obtenir les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires 
Qu O1 6 de ___ 1 (2) 
dP  Pp pd p 69 ” 
il faut prendre en qualité de s° le vecteur unité de la tangente à la circonférence 
Iz1 = p dirigé dans le sens antihoraire, et en qualité de n°, le vecteur de la 
normale intérieure à la circonférence. Il faut en outre avoir en vue que 
DD 0 0 
on dp ‘ ds pay” 


Alors il est aisé d'obtenir (2) à partir de (1). Remarquons que les conditions de 
Cauchy-Riemann en coordonnées cartésiennes 


Ou _ dv ov ou 


0x dy  ôx ôy 
s'obtiennent à partir de (1) pour 
= 1, n° — i. 
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114. a) f (=) = =; b) f(G)=In3; c) f(:) = 5 — 2z. 

HS f()=2sh2—:; b) f()=2sinz—2:; c) f() = 4ch:+ 
416. a) f(2) = 2cos 2: + :; Db) f (2) = 2i (cos z — 1) — is + 2. 

118. a) Oui. b) Non. c) Oui. d) Non. 


—- 

120. a) Non. b) Oui. c) Non. d) Oui. 

122. f(u) = qu + ca; € et ca = const. 

123. a) Non. b) Oui. c) Oui. INDICATION. Montrer que la fonction 
In w est analytique dans le domaine D. 

125. a) Oui. b) Non. c) Non. 126. u = c, (ar + by) + ca. 

127. u = cry +. 12%8.u=0a arctg À + co. 

129. u +— cu (7° — y) — ce. 


130. u=cV z+ Vzty+ Ce, C1 et ce étant des constantes arbitraires. 


z 
131. u —0c1 y Ca 
fa 1 +14 
132. a) T1 = 2; =: =: P= 7: b) ri=1, Ti =0; re = 
= Vch°1—sin?1, Œ2— —Arctg(tgi-th1); oc) r1=15, Pi —Arctg— ; 
ra=3 (147) , Ps=71—Arctg LE, : 


133. a) Le demi-plan Re z: > 0 se dilate. alors que le demi-plan Re =: << 0 
se contracte. 

b) En tout point z (sauf z = 0) situé à l’intérieur de la circonférence |:| = 1 
il y a dilatation, tandis que pour les points disposés en dehors de cette circonfé- 
rence, on assiste à une contraction. 

c) Voir le point b) ci-dessus. 

d) La partie du plan complexe disposée à l'intérieur de la circonférence 
Izl = 1/1/3 se contracte, alors que la partie du plan qui se trouve en dehors de 
cette circonférence se dilate. 


134. S_—8/3, lx=2(4+ y 2)+iIn(3+2 y/2). 


T2 — 


135. S = (sh 2ye — sh 2y1) — (sin 2re — sin 2x). 


D 
136. 7,5%. 137. V2(e°*—1). 
138. Le rectangle donné est transformé en la couronne e < [w] < e° dont 
la surface est égale à x (et — e*). D’après la formule (9), on obtient 4 (e4 — e°). 


L'erreur est entraînée par le fait que, pour les conditions formulées, l’applica- 
tion n'est pas biunivoque. 


139. 1/2. 140. —T. 141. 7 (1) A+. 
142. a) Qnis D) —2ni. 143.0. 144.0. 145. (i—1el. 
146. a) 2-1: D) 6-2. 147. —2(4-LI). 148 —A4. 149. À (1). 


150. a) ecosi—1—+tiesini1; b) ecos1—1—+iesin1. 
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151. —({+ish1). 152. a) 2(i—4); b) 2 J/2i. 
153. 2 }2—4+i2 V2 154. —7e-2+(3—0iel. 155. el —1. 
156. cos 1 —sin 1 — ie”1. 157. 1— cos 1+i (sin 1—1). 


1 [n° ñ n° 
CR PARCS AR PE OS RE 9 5 PRE 
158. —— +3 In 2) Li in. 159. | 


160. 7 [1 — cos (2+2)]. 161. — (te ++ te 1+ + th?4) + ith{. 
162. d'abus hs 

1 4 

ans Ts nee 
163. (= sh 2- Tr) «- 164. ——. 165. 


166. —In y sh? 1+cos° 1—+ i Arctg (tgi-th 1). 


167. si. 168. re”1. 169. La 170. a sh 1. 


‘) 
171.0. 172. —achai. 173.0. 174. —i. 
175. «1. 176. 0. 177. — ri. 178. 2sti. 
9 
179. RENE i. 180.0. 181. 


183. ni. 184.0. 185. —Qni. 186. — hi el. 


187. La série diverge. 188. La série converge. 
189. La série converge. 190. La série converge. 191. La série diverge. 


192. La série converge absolument. 193. La série converge. 194. La série diver- 
ge. 195. La série converge. 196. La série diverge. 


197. R = 1. 198. R = 1. 199. R = V2 200. R = oo. 
201. R = 1. 202. R = co. 203. R = 1. 204. R = 1. 
205. R = 1. 206. R = 00. 207. R = 4. 208. e-1. 


209. a) et b) RE Prn c) RXrr'; d) R<— 


210. —sin 1+2(2+1) cos + +0 sin 1 — (z + 13° cos 1 — ..…, 


R=S:. 
ae let) (Ban 
212. Ve Fa Dei AU FT (2:—1ÿ+...], R=oo. 
23. — [14 c++ etat c++. ], Re. 
D R=1. 


5-25 2425 + 
2135. —i2+mtLil—7r—.., R=1 
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Qt 


1 
FA 
1 20 ae 
221. D 2 25 À — 3 123 DS + sus R=V In° (2— V3)+ n°. 
a 
6 


CRE | SERRE 2 _ nd) — è =, 
+ 2 es À 516 +... R=VIin5+n 


227. f()=——, ls. 229. 1:1>1/V2. 


230. |z] > 2. 231. 121 > e-1. 232. |:|>e. 

233. |z2+11>1/4 234. |2—2—i] > 1/2. 

235. |2+2i] > 3. 236. |z+1—il > 1. 

237. |zti+i] <1. 238. |z2—i| < 2. 239. O< |2—2+i] <1. 

240. 2< |:| <4. 241. La série diverge partout. 242. 1< |z| <2. 
243. |2—il > e. 244. 1< |z| < 2. 245. |z+1] > 2. 

246. O< [z—i] <2. 247. VU <|z| <1. 248. OL |z—1] <1. 


249. 1) Si lal > |bl, la série diverge partout; 2) si [al << |b|, la série 
converge dans la couronne |a| < || << |b|. 


1 z 2 z5 2 8 32 
250. DEN HEURE HS à En 251. Trot GI FA ses 
e 1 2 2? 1 4 1 1 2 1 
et hhopranres SF Tata arte 
254 Sep en er 255 a . 
LE 21 31! 4 1z ner ne 2! 4! 6 [z° 


4? 4e 4s 1 z 2° 
266. ps nie tom ee 7 ZT AT ET ET 


258. 15 © er. 259. 2-1 RER 
DÉD p al Ve 2e tar Gr 
| 1 | 1 RE 1 1 
260. HSE TEST AT 261. it 
sin 2 2 2 2 
262. LE E—2 G—27+ (:—2} 2). 
263 U—D+6+0+ (sr) - + (ss | nes he 
è : 91 11) :1i 31 (240): 
ES A TE : 
dd (n+1)! = —|6+0 “ 
n={ 
- 2n-1 as 2 s gn-1__9n-1 
264. a) — D —< 2 5)" , DÙ —5—0 
n=1 i=0 n—=1 
nn - 1 
265. a) ——} (—1)%:75 b) S LT. 
n=0 n=0( 


266. a) La fonction n'est pas développable. 


1 [2:+1 242, 2i— 25—2 
b— + + nn +...) 


Es —Ayn-1 y 
267. © “ L. + CD on 2" 


= 
268.%a) S [r- 2071; b) 5 TT +5 CD 2; 
n= 1 næ! n=0 
c) 145 EE. 
ns 1 
269. D — 7 5 ”, ET. 
n=1 n=0 


270. La fonction n’est pas développable. 


1 ns on-2 = (n + 2)-4n+1 
271. —7+5 À Gi : 272. 2 D NS 


nz=2 n=0 


Î 1 = (—1)? de n-4n-t 
274. Er EP (2 — ir" 275e > 
— n= 
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276. a) = = 0: zéro d'ordre 2; z,,= +2i: zéros simples. 
(n = +1, +2, ...): zéros simples. 

277. a) z: = 0: zéro d'ordre 3; z, = nt(n = +1, +2. ...):zéros simples. 
b) z = 0: zéro simple; 2, = ni (n = +1, +2, ...): zéros d'ordre 2. 

278. a) zn = (2n + i) ni (n = 0, +1, +2, ...): zéros d'ordre 2. b) 


b) =, = (4n + 1) à (n = 0, +1, +2, ...): zéros d'ordre 2 


b) =, = nn 


279. a) z— — ni: zéro d'ordre 2; =n=nni (n=0, +1, +2, ...): zéros 


2 — 
simples. b) =1=— A + 4) + (n=U0, +1, +2, ...), 


in — V4 Cat SIENS os simples. 

280. a) 2, +2 = æ+ni: zéros d'ordre 2; 2, = (2n + l)ni (n=1, +2, 
+3, .…): zéros simples.  b) Il n y a pas de zéros. 

281. Zéro d'ordre 2. 282. Zéro d'ordre 3. 

283. Zéro simple. 284. Zero d'ordre 4. 

285. Zéro d'ordre 1. 286. Zero d'ordre 2. 

287. Zero d'ordre 4. 288. Zéro d'ordre 15. 

289. a) C'est un zéro d ordre non inférieur à min (n, m). b) C’est un zéro 
d'ordre # + m. c) C'est un zéro d'ordre ñn — msir > m; c'est un point résu- 
lier qui n’est pas un zéro si ñn — m; c'est un point singulier si n << m. 

290. a) Pole d'ordre 3. b) Pole d'ordre 4. c) Pôle d'ordre 2. 

291. a) Pôle simple. b) Pôle d'ordre 2. 


292. a) 2, = (4n + 1) _. (n = 0,+1, +2, …): pôles d'ordre 2. b) z = 
= (: point singulier éliminable. 
29: 


3. a) s — —2: point singulier essentiel. b) : — 0: point singulier 
essentiel. 
294. a) z — 0: pôle d'ordre 2; z = —1: pôle d'ordre 2. b) z = 0: pole 
d'ordre 2; = — 2nai (n = +1, +2. ...): pôles simples. 
295. a) z — 0: point singulier essentiel. b) : — —1: point singulier 


essentiel. c) : — 0: point singulier essentiel. 
296. a) z —— O0: point singulier éliminable: : = 27k (k = +1, +2. ..….): 
ñ 
Divias)e 


pôles d'ordre 2. b) z2=— + 2kn (k = 0, +1. +2. points singuliers 


éliminables; : — + + 2kn (k = 0. +1, +2, ...): pôles simples. c) : = 
= x: pôle simple; = — kn (k — 0. —1. +2, +3. .….): pôles d'ordre 2. 
297. Point singulier éliminable. 298. Pole simple. 
299. Pôle simple. 300. Point singulier éliminable. 
301. Point singulier essentiel. 
302. z — 0: pôle d'ordre 4; z — —1: pôle simple. 
303. Point singulier éliminable. 304. Point singulier éliminable. 
305. Pôle simple. 306. Point singulier éliminable. 


307. Point singulier essentiel. 308. 1. 
309. —16;3. 310. 1. 311. —1. 312. 0. 313. 0. 


| 7 4 I Sr 
314. Res f (n)=0, Res f (+) Fat Res / (5+a) A Qn Li) ni) 
(n=0, +1, +2, ...). 


315. Res (0) — 1/24. 


316. Res f(—i) — ÈS cosi, Resfi(i) = — + 


cos 1, 


17—014S3 
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h3 
Res f (3) = — 


317. Res f [ (— 13" + Fan [= 


Res / [Dm ++ | 


9 


V3 


et/ô+ ont 
+ 


ELA 


‘) 


-31/6+(2n-1)7 
? 


_ 9 
e N/6+enx 


eu6+(2 on-1)7 


V3 
(n=0, +1, 


+2, ...). 


318. Res f (0) — = , Resf(i)—e. 
| J 
319. Res f(—1)=5, Res f(D==— 7. 
; + i ; Lin 2 
320. Res f (0) = 0, Res {(21) = — Z Æ es Res Î Be 
_, _ A+ôe! en Up re 
Res f (z3) — ECTS . Res /(z,) — 7 3 , Où 28 (k—=1, 2, 3. 4) sont 
les racines de l'équation =1+ 1 —0. 
321. Res f (0) = — + 322. Res f (0) =0. 
323. Res f(—i)= sh2i. Res f (+) = (e+2e1)1. 
324. Res f (0) — + . Res (3)= sin? (+) 2 325. Res f (0) =0. 
326 fes À e”3l he De Res f (1) = 
" | 8 ’ E 4 ? : 8 ‘ 
327. Res f (0) — —< . Res (+) =), 28. Res f (i)— —1. 
a 2n (2n—1)(2n—2) ... [2n—(n—2)] 
329. Res j (1) — m0 1 
330. Res f(nx1)—0Q (n=0, +1, 2, .-.). 


é i 
2 (2r—1)!(2 


n= 


. e au point = = 


. 1 —e”! au point 
3. a — Î au point z 


° > (2n) 


CD 


OniCreDt (2re -: + 


(r)1 au point =: —0. 

: 333. sin { au point =: — 0; —sin { au point 
: = 0; el au point =: = —1. 

= 0 


jy ‘u point z=0. 


17e 
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335. 0. 338. 0. 339. (1 — 2e”1) xi. 340. 2 (1—e71) ni. 
; ’ 

341. — ai. 342. 0. 343. —— In3-ai. 344. 2ri. 
345. [cosi+sini<i(sini—cos1)]Æ. 346. ni. 347.0. 

ne à eo. -, sin{ —cosi 
348. LE de 349. — 7"i. 330. 27i. 351. D Ti. 
ë Ti . . | des 
352. = - 3353. (1. 354. 3ri. 355. 0. 

LÆ 

356. : — ©: pôle simple. 35%. : = œo: point singulier éliminable. 
358. z: — ©: point singulier essentiel. 
359. z — ©: point singulier éliminable. 
360. =: — wo: point singulier éliminable. 
361. : — : pole d'ordre 3. 363. 2xi. 364. 0. 363. 0. 

2 ELA $. 21i a a 
366. 27ei. 367. qi. 368. 2:i. 369. 75 370. NC EST 
= 3 = (2x) ! -on Hs T 
311. S 372. (a DE 2 IL: 373. TT ° 

1 5b° — a° b= — 5a° 2 
374. 26 —a) +) 373. 73 TI 
ñ 2 Ms = 7 
376. es mi 377 3 À 318. nr 319 das DE - 
(i 

T 3 4 à: HI : 
381. Fe (cos { — 3 sin 1). 382. —— et (2 cos 2+ sin 2). 

2e F8 
383. 5 ‘ (2e— 1). 384. ze. 

> 7 a;V2 ( a € & 

385. TE e”% Cos 75 sin = 386. Fa € a, 
387. ——e-ma BR. —— e ne - 389.— (er € *) 

Da V3 T : 16 3 

a : TV -bm [3h — 02 she 
390. 7 Cole a, 391. 0. 392 755 ‘ UM [3° — a? — rnb (3b* + a°)] 

7 TT -.. b— 
393. +. 394. = (l—et). 395. — s 

7 nerma k 
396. re r— (m+=) 

i nr I I 24 
397. + J/ Le M. 08 a), 300, 

n a sinan sin b7 1 — p° 

a (1—p+ p°) 27 27 
400. 401 = 402. OU. 403. L 

1—p p? (p° 1) a —4À 


260 RÉPONSES 


9 
404. ni. 405. TE (a— Var dt). Â0GS =: 407, 
: VT— a Va —b: 
À — 7a cotg sta | T 
408 TEE . 409. Sat — Aus (Cotg fa + colg fa). 
n° rs n° cotg ra n° 
— —— ; 412. ——  ,  — 
419 sin® a 411 8 d, sin a 413 327 
71 ch za { 1 na? ch xa fa 
414 2a sh 7a Da® 415. 4aŸ sh° za sh a ] 
f" (2) 
LEA (= HI +2, ..….). 
416 Ne TU) ( Hi. + ) 
: f (5) _. 
417. Res ———=3 (F—=Q0, +1. +2, ...). 
pu Î (2) 
2=—+k1 
418. a) Res j 2 = — À, Res RCE (k=0, +1, +2, ...); 
= HART 
f" () — : 
b) Res —— = 1 (k =, +i, Le. es 
419. —2. 420. 5. 421. G. 422. —1. 423. —3. 424. —4. 
425. 2. 426. 1: 427. 1. 28. 1. 429. D 430. 6. 431. 3. 


432. Non. 433. 5. 434. Non. 435. 11. 436. 6. 437. 2. 
438. 3. 439. 4. 440. 1. 441. n. 442. 2. 443. 4. 
444. Non. 445. 1. 446. 1. 


450. a) Tout le plan. b) Tout le plan, sauf le point z = 2. c) Tout le 
plan, sauf le point : = 0. d) Tout le plan, sauf les points z — 1 (4 +s) Ti, 
k—= 0, +1, +2, .… e) Tout le plan, sauf le point z = —2i. 


454. a) et b) C'est une translation. c), d) et f) C'est une rotation. 
e) C'est une dilatation. 

455. a) w = az +b; bw—=—as+b; c)u = —i(azs + b). où aetb 
sont des nombres réels, a > 0. 


456. a) w — + + b)uw=25:—+Li. c) w=i:—2. 
457. w = _— 
ha 
458. INDICATION. En posant 2: = x + êy, uw = u + iv. on obtient 
T y 
ET NNE 7 


En parcourant, par exemple, la frontière de la demi-bande de façon que le 
domaine reste à gauche. on trouve, en vertu du principe de la correspondance 
des frontières, que la demi-bande aura comme image le IV® quadrant privé 


du demi-disque |: — . < +: 


459. a) Argu= +; b) || =1, — a <Argu<—T; )+<u< 
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1 : 
<+.v=0; dr <r<i u—=Ù0; €) 


Des >. u > (). 
É 


460. w=©—À. 461. 


L—— | > de, . U << . 462. Re w > 0. 


iz—i 3 
463. u L'v. 464. u + v < 0. A 
466. a) w = —az + b. b) w — —i (az — b), où a et b sont des nombres 

réels, a > 0. 
: 2 ii. 2: — 
461. w — D. 468. a) w = ie b) w=i ——— — : 
M 2 __ ii—-(1+pz 

469. n° — FT 430. w = Gi=D: 1H 
451. uw = i Ris . Utiliser la formule (7). 

+: 

2: — 5 : 
472. w—=———. Utiliser la formule (5). 


473. SOLUTION. Utiliser la formule = 9 +... où =, est le point 


— 2Z 
du premier disque qui est transformé en le centre du second disque. Dans 


(] L 2 e Î 21 
le cas x), on à 1(-) =, c'est-à-dire 4 = . Compte tenu de la condi- 


19 
ta 


tion Arg f” (+ | }=+ on ovobtient q— — . Donc, w=i Dans le 


D— 


Lo 


cas b). on obtient d'une facon Re W— — iz. 


474. ni À Cm 475. 1° quadrant du plan dez w. 
5—:+ VS(i+1)(:-+1) 


476. Le domaine _ <Llo—1| LI, —+< Arg (w—1) <u. 


477. 7 PAR : 478. w=V tige tu, 
z—b 2—i \° 

479. 4 480. w— | ] | 
z—a is —1 


INDICATION. Ap Hu en d'abord le disque sur le demi-plan supérieur et 
transformer ensuite celui-ci en un plan muni d’une coupure. 


= ep: 1 )2 
481. w —[(:—2) Te Pr, 482. ai —e-2. 483. w — ( PET | | . 
484. Sur le rectangle {Inr<u<InR, 0<v< a). 

.T 


262 RÉPONSES 


488. u1—=°. Alors w;]:-1,;—2i. Conformément à la formule (9), & — 


, ai . « ss 
— =e19 —. D'après la condition uw (N)—1, on trouve 


i—:2° 


2i— 21 ° 


489. Le demi-disque supérieur |&w—1| <14, Imw >n0. 


e®— —1. Finalement on obtient w— 


490. Le quart 0 << Arg uw < + du disque [w| <1. 
491. Le rectangle de sommets 1. 2, 2+ie, 1+ie. 


16 + er  46+ 2:43 \2 
= 24, PR — Le. = wi — 
492. wi Ua ur uw = uw? ( 16—-x ] 
Ti(:-n) 
493. y) —2—a, Us— = uw. u—=e"?=e y 494. w =In;z. 
: nue U'e + 1 " 1—e-: \2 
495. ue", Vo= — 1x, 7 + u =ui= | 1e | 


496. wi—2iz. Us — ri++. t — Sin Us = sin (2:45) = ch 2z. 


a -+9 
497. w=2. 7, 498. w—2i 22, 


504. a) Le disque unité [w| << 1. b) Tout le plan des & muni d'une coupure 
suivant le segment u = 0, —-1<r<î1 

505. Potentiel des vitesses: u = z° — y* + 2r + 2: fonction de courant: 
vu—= 2(r +1) y; lignes de niveau: x° — y? + 2r = c, (ce sont des hyperboles); 
lignes de courant : zy + y = c, (ce sont des hyperboles) ; la valeur de la vitesse 
est donnée par la relation VF = 2 j/ (x + 1)° + y*; la direction de la vitesse 
est exprimée de la façon suivante 

y 

z+1 
(cf. $ 1. formule (1)); projections de la vitesse sur les axes Oz et Oy: Vox = 
= 2(r — 1), Ov = —2y. 


+<mi m=—A1, 0,1 


= — Arctg 


2? y? 


y à f re e. 
——— ; fonction de courant: v=— 
(zT + y} ù : 


506. Potentiel des vitesses : u — 


=: lignes de niveau: r®?—y®—c;(x°-y°)" ; lignes de courant : 
zu = Ce (x + y?) ; la valeur de la vitesse est donnée par l'expression F— 
9 


= TE he la direction de la vitesse est définie par: 
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g — 3 Arctg À +(3m—1) a, m—=—{, 0, 1; 
projections de la vitesse sur les axes Or et Oy: 
l',_— 2r (3y°— 7°) l,. — 2y (1° — 3x") 
OX — (x + y?)3 , O0 (r* + y°}° 
507. Potentiel des vitesses : u Ds In [(x—1)?+ n°]; fonction de cou- 
rant: vu= Arctg + : : lignes de niveau: (r—1)*-—y*—c; (ce sont des cir- 


y =C2 (r—1) (ce sont des droites); la va- 


conférences) ; lines de courant : 


leur de la vitesse est donnée par l'expression F— * la direc- 
tion de la vitesse est exprimée comme suit : 


y 


= Arctg = +mn, m—=—1,Ù0,1; 
projections de la vitesse sur les axes Oz et Oy: 
= r—1 LV. — y 
Fo GT? OU GITE : 
508. f ce (A —i)z= +2. 509. f(:) = sin: + c. 
910. = —10x suivant les deux circonférences. 
511. a)” Oui. b) Oui. c) Non. d) Oui. e) Oui. f) Non. g) Non. 
h) Oui. i) Non. j) Oui. k) Oui. 1) Oui. 
1 | 3 . 1 _ F(a+1) 
512. TT e 213. +9 914. (p—1)} ‘ 515. pari . 
: ner 1 e 2— p 24a P+2p+2 
516. Non. ir 2 181 >. (9; Eee. 
: PU pe p°+1 2p°(p+1) 
520. 1, 52. —Ÿ, 522.3) + 
p—a p°+16 p° PA REC p* —9 
S 2 : m (p°+m?—n°) 
le  —— 
523. aF (pa). 524. DUT : 125 PE + men = Amen 
ps + Tp 5 2mnp 
526. ———— . D 5 
(EH 9 FD 7 (min) Amine 
1 [3 P 4p E p (p°+m°+ n°) 
D = 20. —"—" "—_  _— —— 
8 (= " p°+16 ©). D (p°+m°-- n°) — 4m°n? 
p°+2 F 6 : 2wp 
530. —— . DL. —————— 532. ——— . 
p (P°+4) 0 (+1) (Pr+9) (p+ WT) 
pi+ 16p° + 24 p°—0@° 1 
533. RE SP TONER ET TO 534. 7-9 1 y v\ne 535. ns à 
p (p° +4) (p° +16) (p° + &*)* (p—1)* 
2p° —6p - 2(+p+1) 2p°+4p+ 
536. Tr 8 à SD à 53 Sr QT 538. — ps 
(pe +1) TEE (p° +4) 
Gp - + pet pu? —u? 
539. Re un 6 240. TN | ES à 941 LU OL Len 
(P°—1)° p(p°+1) p (p°+@°)" 


264 REPONSES 


TE 
(p°—4)° © p* (p° -+4w°) p°— &? p(p+1)" 
546. a)in — b) In ES ; on HE. 
547. a) In PET ; D In ES. 548. a) In Be; 
b) In PET. 


549. In EL 550. Arctg “RS 551. Arctg he Arctg — ; 
a a m m 


ô ô Ô b 
2-09 Etre FRE PRÉ æ ES 
52. Aln—+Bln p + Cin + 553. In —. 
” 1 a+b 
254. In PRET à | 
2 1 | p— m z 3! 
oi Pme 9 En 
De ! " p°—2p , 1 1 
557. ——— |, DB. — DD. —— x 
(p—1)—1 7 G—2p +2 7 2(p—7 2 
p—3 
Xe 
(p— 3) +4 
2 { p+u e-bb 
0 —_———— 2 —————— 961. ——— . 
2(p+4) ‘ 2{(p+a)*+4f*] p*+1 
ebp pe”bp 
62. ——_— + ——— |, 
2p 2 (p° +4) 
ep 67h —9Dp-p_Lye-2p 
563. à 564. Rime AS SG er, 
p—i” p P 
ce 1—2eP+e ip 
366. ———— |, 
p° 
- _( ——— pt) - — —b 
a 
p+ b p(p+ b) D° P° 


2 DS DAC 2 
961. pra php 972. F(p) — ape (2e ROSE ap. 
k=-0 


ea 
513. F (p)=— (2—e-1P— ep), 


1 l_ ap 2 Le 
944. TRES CA r ap= e ap + ap= € ap. 
= 1 1— 2ap : 
So Éthss "eur — ee tnp. 
er ap° ap? 
576. F (p}= À op + © ap, 
P ap” ap” 
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= b | 2b ” (1— er) 
577. F(p}=——e-1P+ —ertap, 579. F(p)}=——— 
(P) “ae L (p) UP) 
À 1+ p— ep : 1 1+e-TP 
0e pen) PET Je 
2e 2" 
582. —— ( = | 
p°+1 PT 1— e- TP 
sn L mL 
Î 2e 5 pe 18 3e-°? 
8. —————— . 587. à) ——— ; b -  C)——.. 
(p°+1)(1—e7"?) Sr | p° +9 ET 
: Î 
588. OO mpehP. 389", 590. — À —, 
. ee ii =D +0) (p—2) (pe +1) 
- 2 ; n!F(p) à 2 
91. a 92. —…— , 293. en ———, 
7 pt) É pre? (P+ 2) 
595. SOLUTION. On sait que J, ({) = —J, (t). En utilisant les résultats 


obtenus pour le problème précédent et le théorème de dérivation de l'original, 
on trouve 


| Vrrt Vri Vr+i 


596. SOLUTION. Pour n = 0 et nr = 1, la formule 
(VP+i— pr 
Vr°+1 


est valable. Appliquons la méthode d'induction mathématique. Etant donné 
que 


Jn (4) — 


y (0) = Jai (0) — Jnya @) et Jha1(0=0 (nn > 2), 
alors 
AO nt mA 9 a 
Vri+1 Vr+i 
_ CVp+li—p} 


Ja ()=J ne (t)—-2J nn (0 = 


597. SOLUTION. Considérons la fonction 


l 
F = Te 
On a 


LA 
P 


CURE 
p'*i ps k1 ph PA k! pr+h+1 . 
k=0 k=1) 


F{p) — 


266 RÉPONSES 


(— 44 emsh 


Par conséquent, f(t) — > MATE Etant donnée que 
ke 
00 LS” 
Nr (—1)4 1° 
NOVDE D TT» 
CET 


on obtient f(t)—=t1"/°J, (2V4). 


En particulier, pour n —0, on a J, (2 V1) ser 


599. Posons @(t)—t"e”f. D'après le théorème de translation, 


; n! 


Re = 


* (p+i)ri 


Il est aisé de vérifier que q (0) = qç° (0) = ... = q(n-!) (0) = 0. D'après le 
théorème de dérivation de l'original, | 


dn pren! 
TETE TT LES 
En utilisant le théorème de translation, on trouve 
es et dan n o—t\ — (p—1)ren! De Î 1 n . 9 


In p C . À 1 1 
mr = ou C1 ( Sr PRE ] , ï 
600 > D? au l+- Faute Inn})est la cons 
tante d'Euler (cf. [15}). 

601. SOLUTION. Considérons la fonction { (t)—eterf(Yt) et supposons 


que F(p) est l'image de j(t). On a (erf t)° = = 
| TT 


j'(=et erf (VD+ = TO. (1) 


En passant aux images et avant en vue que f (0) =0, on tire de (1) pF (p) = 


= F (p)+ = » d'où F(p}= ————>, Ici nous avons utilisé le résultat 
VP (P—1) VPp 


obtenu pour le problème n° 515 et le fait que T (+) — 1. Donc 


1 
(P—1) Vp 
En appliquant le thévrème de translation, on trouve finalement 


eterf (Vt) = 


erf(y/1) DE ——— |, 

p Vr+1 

607. a) et; b) n(t—1). 608. f(0)=0, f'(O)=1, f"(0)=0. 
609. (t—1)® n (t —1). 610, (t —2) n (t —2). 611. eft-© n (1 —2). 
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612. e-3 ({-3) n (1 —3). 613. e-°{sin t. 614. (etes). 
615. (1 —t) et. 


21/3 L 3 

616. _ tsint. 617. 1—e-t—te-t, 618. = e”sin 33 {. 

2 9 2 
619. —+2e-tsint. 620. t--sint. 

1 1 1 1 

RON. Ar 9p—— sin) 
621. E ‘ 5° TE cos 21 s— sin 21. 
622. 1—ne-t+ LT (a—1i)e-t—.,..+(—t1jrernt. 

9 2 f3 
623. et pie sin L< t—t cos V5. 624. et (1— 12). 

e _1 73 

625. er avr V3 sin £ St). 

3 1 o 
626 NE Dr 627. (et —el+3tet). 

T3 T3 [3 

628. 2et+et/° (Æ : sin Lu = e) : 
629. Mi te”ti? ( cos 13 ALERT f3 sin ei) 

3 3 
630. Let sin2(t-—1)n(t—1)+cos 3 (t—2) n (t —2). 


631. (4 —3) e-({-3) n (t —3). 632. et-t n (t—1)—n (4 —1). 
633. sin(t—2)1(1t—2)+2 sin (t—3) n ((—3)+3 sin (t —4) n (t —4). 
634. sh(t—1)n(t—1)+—ch2(t—2) n (t —2) 


635. ne CESR n (:— : ) 2 cos 2 (r- : LE 


2 


636. (t—1) n (t—1)+(2—2)2 n (4 —2) + (t — 3) n (1 —3). 


637. n (1) — COS (1 -—+) n (t—+) : 638. 1 —erf ( 


= -aVp 

639. SOLUTION. De HIER ——. 
pYp  VPp (Vp} 

-a} D 


1 e 
On pose © (p)}=—— FVD= — , d'où F(p)= 
: PV (V p}° ? 


Te 1 | 


e”aP | 
et d'après 
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le théorème de retardement, 
F(p) —=(t—a) n (t—a)=f(t). 
D’après le théorème d’Efros, 


es VP | e = Î e — 
— = —— | (T—-a)n(t—-a)e ta —— | (T—a)e dt = 
PVP ui Va 0 
; > CT > LT 
TVA | Te . dt — = | € *t dt =l;t(t) + Ie (t)- 
Ici 
Li (t)= : \ ET dt — (—2)e *! =? Fa 
| Va J Va ta "VV 7 , 
es) T° a T2 00 T2 
a "at a Tat a ET 
= — d = — *° dr — — d — 
La (t) V= | e T er | e T Va je T 


Par conséquent, Z: @=a[ert ( - } -1 | =— Erf ( ni }» et finale- 


ment on a 


640. (14%) et(=) 2 VET. 


641. aentta* ht Erf ( — + ahVt ] : 
2aVt 


e7aVp 1 e2Vp 
n(a+Vp) Vp Vpla+ VP) 


642. SOLUTION. 


On suppose que 


del, Fe 
p}=—— Vp)= ——— ., 
p ? VPta+ V'p) 
D'où 
—"4p | / e”*P e7*P 
F | = = 
(P) p(a+p) a \ p nu) 


= — [n ({—z)—e74 (4-2) n (t—2)] =f (6). 
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D'après le théorème d'Efros, on a 


-21p | sa 4: 
EE | era (ta) UT gr = 
pla+Vp)' aval 
1 2 Fe -[ 
ñn * …lat-uat+— 
Se | et as —|e #t° Q 
CE : aa: 
21/1 
QC 
_ L 
= gr (<= )- | Po Gi* 1) dt = 
a 2V't a ET à 
: a (“t+") 9 à . 
MNT RE AR 7 
Pa la 
; T 
ou z — = a y L. 
jrs taVe 
Donc, 
ezVP I sie | ea tit+e) Et (2 _— 
PO+VRD 8 GS ds a Krrrobl ). 


+? 


1 f ie 
643. SOLUTION. J (t)= 7= chte “! dt. En comparant J (t) avec la for- 
0 


mule (19) du $ 14, on voit que f(t)=cht, donc We Par consé- 


1° 


quent. F(Y p) = Le. En posant © (p) = 

1 

= 1 
644. I (t)}=e"t. 645. 1 (1) = 2tet. 646. Z (1) —2te"t. 
647. r(t)=(t+1)e"t. 648. r (1) = —1. 


— ,0n obtient @ (p) F( V'p)= 


d'où Z(t)=et. 


e#{— cos t-—2 sin ! 


649. zx (t) — 5 : 650. z(D= +. 
Lead L..d 5. 1 D 2 
651. r(t)=t. 652. r (t)—cost. 653. r(t)=—— et et —, 
4 12 3 


654. 2 (= (—e tLOtett) 
655. r (1) — (Bel — 6-31 2e"). 656. r(t)—t—sint. 


1 9 
657. (= et cos (+ sin {———tsint —-t cost. 


2 
25 9 
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658. zx (1) — (et—te lt — cos t). 


659. x (t) — .” tit (cos t—+sint). 
660. ie {°— 1—+ cos 1 —sin t. 661. zx = el ttef. 
/ 
662. De -t sinA—— et cos 21 
5) 9 5) 
663. x (t) — ie et cos tet sin t). 


664. r (t)=2+ _ (e7{— cos t+sin t). 
665. r(t)—1t"—41L6—5et—tet. 


666. x (t)—21+ . (et cos t—sin t). 


667. 2(9= + tsint—cos t+sin ! 
668. z (= + 12124 Het : 

3 2 
669. z(t)=— + e"t cos 2 + — et sin 2t 

5 5 
670. x (t) — (cos t+cht)—1—1. 
671. D =+ ({—e-t cost —e"t sin t). 672. x (t)}—1{—2 cos t. 
673. x (t) — t + cos RAS sin 21. 

4 8 

= 3 l 3 Î 9 LS lt sin ? 
674. x (t) = os 33 € cos 2t + 55° sin 2{. 
fa = 

675. x (t)—=e"t—el/ cos LS t+ x" * sin SA {. 


676. x (t) — FO (sin t+ cos t+ert). 
11 3 . | 
637. x (t) — _. el+— sin 1 + 57 CUS t—1. 
678. z (t)}—=cht— _ 12 —1. 679. x (t)—2+ (et sin t—cos t). 
680. x (1) —e! (1: Le 2) — {. 


681. x (= — À sin 4 1 cost. 682. z(t)—=2e t+itetti—, 


| z _ fa 
683. 2 ()= et et (cos V3 3 sin V3 t). 


684. 


685. 
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z(t) = + td + et sin f. 


1e 


z(t) _— et —+ et ++ et/2 cos t + Ur sin 


{. 


686. zx (1) —cos t —t cos t. 


687. 


2(D=2+t— + cos ! ++ tt — + et, 


22 6 3 
688. z(t)=1———et——tet— cos A+ À in 24. 


689. 


690. 


691. 


692. 
693. 


695. 


696. 


697. 


698. 


699. 


700. 


701. 


703 


104. 


705. 


25 5 25 25 
O] 1 s 21 s 4t) 
z(t)= si in A+ (cos 2 —(COs 4). 
L(D=+ (11) ef + cos 142 sin 1 —21 cos L: 


x (t)=et (5: +1). 
x (= 234 Bet — (sin 21 —2 cos 2t +2e"t), 


r(t)}=4t+3—2et, 694. r(t)—et—elt—tet, 


{ 
x (()=?e Don ne Te 


r0=+ ef (e-u++) + 


t re : 
5 F « 3 | 
EE (Väsin LE t—cos LA et 


24 


4 . . 9 1 | 
r(t) =g «in A—- sin t— rt cos 21. 


r(t)=- {sin nt cos a—nt cos (nt+a)]. 
En 4 Ne D. 
NL nr 7 Hd Rae 


x(t}= 7. [3t cos t+(132—3) sin t]. 


z(t) + et sin Bt. 702. r (= Sin t — +sin 21. 


1 2 nai: 
6 5 = ” 


r (= 8 + (1 —Y)t+ (y —1) + ++) et + : (cos t—sint). 


83 1 
EE ———— DES ORSLESSUENRS 9 
z(t) an ch 2t 10 cos = cos 2t. 
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706. z(t)=et (cos tt) ++ e”sl, 


707. co=eta (cos Li t+ — ae sin dE ++ (t —1) ef. 
708. 20 =+ (t? sin tLt cos t —sin t). 


709. 20=È Let —e-2t (31 +1)]. 710. z(t) —=1—e"t (5 +a+ 1) . 


Fa 
711. re L L. 


3 
712. 2 (= [sine LE n (t)— sin 22 ; ut) |. 


713. x (t) = —cost. 714. z(t)=(t—1)2+el-t. 715. z(t)=t"+2t. 


716. r (4) = (: —1—+) cost. 717. r(t)=(12—2 +2) et. 


718. 2 =— (+ sin 21) n @—[ «1 + sin 2(e—t) |x 


xX"n (—1)+—+ Lu — _ sin 2 «—2) | n (t—2). 
719. r(t)—[b+(1 —0) cost] n (t)H[b—b cos (t —a)] n (t—a). 
720. 2 (9 = sin 3tn ++ 1) — _ sin 3 «—1) | n (t—1) — 


—<+[u-2 + sin 3 «—2) | n (t—2) + 


4: 
++ Lu —3) EE: sin «3 | n (t—3). 


3 
721. z(t)= D (—1) [1—ef-ha+ et-ha (1 —ka)] n (t—ka). 


722. SOLUTION. L'équation du mouvement s'écrit mx = —mhz — 
— Imuz; r (0) = zx, x (0) = v,. L'équation opératorielle prend la forme 
P°X — pro — Vo + 2UpX — 2uro + ÀAX = 0, 
os gr 2Uto + lo + Po 
d'où X (p) = DE ppE 
X (P)= Zo (P+H) + Ho + En — __To (p+u) + UZo + Lo 
(p+u)+(yAp)?  (p+n$+ni  (p+u}ÿ+ni? 
où n?=A— pu. 
On trouve l'original de X (p) et l’on obtient 


ou 


x (t) = _ ef [nzQ cos nt+(uzo + v9) sin nt]. 
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723. L'équation du mouvement sera 
mx = —mnz + Fn( — Fn(t— 7), z(0) = 0, zx (0) = 0. 


724. L'équation du mouvement sera z = an° — n°z, z (0) = 0, z (0) =0. 
725. L'équation du mouvement sera 


z — —m£g — 2kmz, z (0) = 0, z (0) = Up. 
726. SOLUTION. L’équation du mouvement s'écrit 
mz=F. (1) 
Dans le cas examiné, m = 2, F = F, + at = 4 + at et l'équation (1) 
prend la forme 


2r = 4 + at, (2) 
z (0) =0, z (0) = 10. (3) 


L'équation opératorielle sera 2 (p?X —10) — ++ 7 


9 
a 2 
x (ar +7 +10). 
On trouve l'original de X (p) et l’on obtient 
a 
z ()= 5 +1 +106. 


Pour trouver la valeur de a, on utilise le système suivant : 


atà 

450 — D + 13 +106, 
ati 

105 — z + 20 +10, 


d'où l'on tire t, = 10, a = 3. 
727. L'’équation du mouvement sera 
me = 4m dar 
z (0) =1, z (0) =0, xt) + (4et + er ity, 


728. L'équation du mouvement s'écrit mz = mg — Ar. 
Conformément aux conditions du problème, À = - mg pour v — À in/e 
et l’on obtient finalement l'équation 


du 1 
dt 83 LE v (0) =0, 
d'où 
ZE 
v(t)}=3(1—e Ÿ}), vmax—3 pour t—00. 
729. L'équation du mouvement sera 


mz=—kz, 2(0)=0, z(0) =, 


1/e 18—01485 
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R 
T (4) _— ee (1—e dé ), TImax — Te pour { = 00. 


._ 730. SOLUTION. Formons l’équation du mouvement de l’extrémité infé- 
rieure de la chaînette. Soit O (cf. figure ci-contre) l’origine des coordonnées et 
; dirigeons l'axe Oz vers le bas. Dans ce cas, les con- 


ss ditions initiales seront: z(0) = 1, z (0) = O0 (la 
:‘ chaînette reste immobile). Si L'on désigne par zx l’extré- 
0 mité inférieure, la force motrice sera égale au poids de 
la pare de la chaïînette qui pend de la table, c’est- 
L à-dire 
me 
À For 
Ainsi, l'équation différentielle du mouvement s’écrira 
ME = z, z(0)=l, z (0) =0, 
Z A 8. 
: _LepiV+Æ, -V+ 
Fig. concernant n° 730. z(— |e +e }- 


En vertu de cette loi. le déplacement se poursuivra jusqu’au moment 7 
où la chaïînette quittera la table. Ce moment sera trouvé en posant z — 21: 


TR _7l/ 
AL 2 Le T| 2e. 


TV & 
En désignant z2=e 12, on obtient 
z2—42+1—0, 


d'où z1=2— V3<1, 2:=2+ V3. On écarte z, car son utilisation abouti- 
rait à l'obtention d'une valeur négative de 7. De cette façon, pour déter- 
miner 7, on a l’équation 


TR TE 
Rad 2 _9+ 3, d'où r=V À In (2+ V3). 


731. L'équation du mouvement sera 


mz——2mzkt, 2z(0)=a, z (0)=0, z(t)=a cos ( V2 kt). 
732. L'équation du mouvement sera 


. ° 14 
mz=—pmz, Zz(0)=a, z(0)=0, t = 2 Vs” 


733. L'équation du mouvement sera 
= —hz, 2(0)=0, z(0)—=6, z(#) = 600 (1 — e-201). 
734. L'équation du mouvement sera 
CE : e 2 
zhäz=2coôst, z(0)=0, z(0)=0, z(t) = Es (cos t— cos 2t). 


735. L'équation du mouvement sera mr—= —mkîr ou 
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= —kz, z(0)=a, z(0)=0; 
Y= —k°y, du y (0) = vo. 

2 
Le point décrit une ellipse d' équation + — RS + =. 


__ 
736. L'équation du mouvement sera 


z=kz, z(0)—a, z(0)—0; 
Y=ky, y(0)=0, y(0)=vo. 


2 e 
Le point decrit une hyperbole d'equation = 
F 
737. Eq. dif. L-2Q Cri Q=E cos (wt+a), Ulr-o=0, | —0 
ONE NE D RS 72 7 
d@| 
738. Eq. dif. L — _. L+r Q=E sinnt, Qlt-o=0, le 


739. Eq. dif. L + RISE sin (@&t+a), 1lr-o =0. 


740. Eq. dif. LÉ R + OZ Ent + EEE. 


dt? 
d 
Qlt=o=0, ae" t 
1 dQ 
741. Eq. dif. Z — LE CLR T+ro=E, Q1t=0 =0, ne eo: 


742. z(t)—=(C1+ Cat?) et. 743. z(t)—=0C:. 744. z(t)=e"t. 
745. z(t) = —1. 746. z(t)=et. 
k k 
: 12 2 t25+1 
747. a) x(t)= >, (—1)52%s1 Ce Ts) s b)z(t)= > SIC TE: 
s=0 s=0 


748. 2=+ (et—1)—In el 749. z(t)=e-t{(t+1)in(t+1)—1]. 
et+2 
3 


750. z(t)=(et+2) In —e +1, 
751. z(t)—=et—1—(t+iln2)(et+1)+(et+1) In (et +1). 


| 4 “+) 
752. z(t)=sint |t ——— Arct = cos t In(2+ cost) —In 3cost. 
(e) Æ g 73 + (2+ ) 
4 9x V3 y3 . _V3sint—2 
753. z(t)=———— cos t E—— sin tin 
( 3 27 + 36 Väsinr+2 | 


2 Æ cos ?t Arctg (y3 cos t). 


18° 
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Ta 1  . sint— V2 
754. zx (t)=cos t Arctg (cos {) — — cos t — — sint-in ei 
4 2 V2 sint+ V2 
755. z(t)=sint Arctg (sint)+cost- 1 3 {1 Vitcost : 
21 Va—cost 
—In (3+2 v?)}. 
756. z(t)}——sht+2cht (arctg et — +) : 


757. x (t)= In 2 cos t— cos t 1n (2-+sin t)—t sin + —— = (2sint+l) x 


Î 
2 tg 7 +1 à 
X | Arctg T3 € : 
758. r(t)=etl, y(t)=—et. 759. z(t)—=el, y(t)=et. 
760. z(t)—2(1—et—te-t), y (t)=2—1—2et—2tet. 


761. 2 (= (et—est+2iest), y @=+ (5et— est — test). 
762. z(t)=et (cost—2sint), y(t)=ef (cos t+3sin ft). 


763. 2(D=+ (et+2 cos 2t+sin2t), y (=+ (et—cos 2 À sin 2) 


2 
764. 2 (#) = et — est — _ cos t + —— ®_sint— +, 
y (t) = + a+ PL 
non = en ein La Eat do 


1 2 7 
y (t) D + 2 s “+3 Hope 


z(t) = nus ++ et+ et. 


766. x (t)— —et, y(t)—0, z(t)=et. 

767. 2 (= + (6t— 31), y (= + (Beñt-+ 2631) 2 (= + (Bett+ 22-81) 
3er2t (A1—4a)ett ,  3eat 

4 (24 4Cra t 4(2—a) T7 a?—4° 


erit (11 — 4a) eît (a+ 1) eat 
VOTES 1-0 À aa 


769. z(t}—2—e"t, y(t)=2—e"t, z(1)=2e"t—2,. 
770. z(t)—6et—e2t—4est, y(t)—3et—2e3t, z(t)—=6et+Lett Get. 


768. x (t)— 
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___ À 13 1 2 0: 
RSS bee OS CN ie rt 
__ 4 13 1 D. 
use Maure d'u Fan 
13 1 4 1 
OP ur detre 


772. Zm (= ect {(m=0, 1,2, ..…., n). 


773. = ——+ et eun, TEE (et —e-stiu), 
Î 2 5) 1 6) 2: 9 
774. 2()= + t, y(= É——, 2()=7 Fit. 
1 


28 t 1 28 t 
TE pet te 2: a 
775. z(t) 9 le 3 gs y (t) = 9 attbe 3 
776. Les équations du mouvement de l'électron seront 
H :- ‘ 
mz=— y, 2(0)=0, z(0)=v, 


eH : . 
UE y (0)=0, y (0) =0, 


___vomc ._ ‘eHt __ Ms ( : eHt ) 
Z()= 7 sin = y (t) = H 1— cos re je 
, ? . : 2m 
L'électron décrira la trajectoire z2?-+ y? — y =0. 
777. L'équation du mouvement sera 
mz=0, z(0)=0, z (0) = 7 
.e e [4 
my=—gm, y(0)=0, y(0)= 7 : 
L'altitude maximale sera H= À; le point d'impact z =. 


778. Supposons que l’électron sort de l’origine des coordonnées. Dirigeons 
L’axe Oz parallèlement à la direction du champ magnétique H et choisissons l'axe 
Oy de façon que le vecteur o, se trouve dans Île plan des coordonnées z0y. 

Dans ce cas, les équations du mouvement seront 


mx=0, z(0)=0, z(0)=wcosa, 
my=—"<3, y(0=0, yO)=wsina, 


m 2 = y, z(0)=0, z(0)=0. 


La trajectoire de l’électron sera 
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eH 
LL — 1 cos &. 


ne 2vocm sin & z—0, 


779. Les équations du mouvement seront 


z(t)= 


Lo z(0)=0, z(0)=wcosa, 
my=—me—kmy, y(0)=0, y(0)=wsina, 
Vo COS ht _ voksina+eg __ -Rt _ £t 
RS (de A), y (RTE (eat) À. 


780. Les équations du mouvement seront 


781. 


mz=—<%ykmz, z(0)=0, 20), 


H . 
my=—z—kmy, y(0)=0, y(0)=0, 


mz=—kmz, :(0)=0, :(0)=0. 


Les équations du mouvement seront 


iame tie z(0)=e, z(0)=0, 
my=—2y—py, yO=0, yi"=ve. 


782. Les équations du mouvement seront à 
Fe” z(0)=0, z(0)=v, 
my=—mky,  y(0=a, y (0)=0, 


z(t)=vot, y (t)=a cos ét. 


: ;  k 
La trajectoire du point sera décrite par l'équation [y=a cos (==) . 
0 


783. 


784. 


785. 


787. 


788. 


789. 


790. 


F2 
(x) =+ (eæ—e-#/2 cos RÉ + V3e-%/2sin HAS 


zS. 786. elle 


D = 

oO 

—”’ 

I 

R 

A 
of 


x 
Pla=2+2—e2[ cos Vis _ Väsin =). 


1 1 1 
Pa=—-— BTS : 23 + Tr. 
p (zx) — es+ + ex L Je rue " V3E_ Visin VE). 


P (z) = — (est V2 sin 22). 791. (z)=zex. 


792. 


796. 


809. 


810. 


811. 


812. 


813. 


814. 


815. 


. q(r)=i 801. p(r)=ex. 802. pr)=1+ 25 2+ 


+ Pi G=+ es/2x (V3 sin Æ 242008 83e) 1 
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p(z)=ex. 793. (zx) = ++ cos V3z. 


. Pz)=chz—ze*. 795. p(r) = + (ch z+cos x). 


pU)=r— +. 797. P(z)= —— 7 sh 2 z. 198. pr) =1—7x. 


. P(z)=J, (x), de façon que | Jo(z—t)Jo(t)dt=sinz. 
0 


1 


TS. 


. P(z)=2zeX —ziex, 804 (x) = 1. 805. op (zx) ep — 
8 1 8 
. (= (2), pG)= TS bare 


1 1 
« Pi(z)=eix, 2 = ex. 


2 


3 ? 


Z — 


sin 
P1(z)=(z+2) sin z+(2r +1) cos z. 


Pa (x) = (1++) cos z— (+ +3) sin z. 


Pa (x) = e3/2x (cos Le LE z). 


13 _ æ 
P1 (x) = Li sin V3 + shz, Q2(z)=cos V3r—3chz. 
P1 (x) =2 on ex, Par) =(1— 2) ex. 


ms (—Rk)3A+S 


DR (— RSS 
2()=S 3 au, 
kæ0 


z(t)= Y GE 1) (— kr 


Œ+pr 162. 


=D Ci SEE 


TEE n(t— 24). 


k=0 
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ge. 269 (—i+5 8) nt D OT Get) ça. 
Rkm=3 
847. 2(D= (14145 }n «+ 


TOR D UHR 
+2 ot DM CERTA 


818. z(t)=cost. 819. u(x, t)=u (1-7 | e7 a) : 
0 


820. u(z, t)—=u: L | e7<" dz. 
0 


vx 
821. u(z, je” Va (ot —z V #)- 


= es sinz p. pee 


Ta) + pitor* 
822. uz, =al e * V+ sin (2) + + 
ete Pl sin z 2e 
0 


x! 
e &R(t—T) 


823. u (x, = VE | PO E À- 
0 


Ou 


oz? , 0O<z< 1, t>0, 


824. Eq. dif. at 


—=0, u Li = Us 


14 
u | 0 = Uo»r Fr 


Et 00) 34 0 _ra(n- ») + " ee . (2n —1) xz 
2n—1 


21 : 


u (z; t) = + 


en 


T9xT ? z>0, t>0, 


TL 
825. Eq.dif. H —° 


u |,._0 = Uo: +. ou lx=0 h=— const. 
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u(z, t)=u ['erf ; = Lehxthiett Erf ( 


= The vi)|. 


a V’t a 
Pour résoudre le problème, utiliser le théorème d'Efros (cf. $ 14), 
Zu. 0 1 9° 
826. Eq.dif. =, OCr<i, 1>0, 
u du (I, t) F 
— ses — ) = En  — 
Se ne ur meer à 
_ æ (—A}asin (2k +1) ar Los (2k+1) xet 
7 Fr 8FI D 2! 21 
EVOTTE ME (2k+1) 
k=0 
_ à o°u 1 Ou _ £ : 
827. Eq. dif. “or —_ € 9 — € ? 0Lz<l, t>0, 
ou ou(l,t) 
= ——— =—=0 = ————— — 
u|,_o =0, 2 lies 0, u(0, t)=0, ces 0, 
gr (2l—7) 
u(z,t)=— PE 
_— cos LED ED a, @k+1) ze 
__ 16° D (— 1)4 21 21 
nc: < (2k+1)3 
—0 


+ 
mu © cs REAUEL a CARS 
é 2 (2k +1) 
k= 0 
.e Ou __ , Ou 
829. Eq. dif. TE = x : 0OZSr<il, 1>0, 
__ 4hz(l— 2) du (z, 0) . » 
u (x, 0) = E 7 =0, u(u,t)=u(l,t)=0, 
nn (24+ 1) at Fe (2k<+1) 7 
777 À (2k+1) g 
k=0 
1 ep 1 
Be gere ego pr. 
ep eP(eP— cos 1) 
833. eP— a "  e2P+2eP cos 1+1 ° 
ePsina ePsh1 
835. e3b— 2eP cos a +1 ” 899 e3P—2ePch1+1i ” 
ep 2eP 4 ep 1 eP (eP— cos 2) 
SO P—e ep Ve 8. TT 2 e3P—2ePcos2+1 * 


19—01485 
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839. 


873. 
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eti-h)p ep à 
on 141021 pp 4 P 
= 840. D 1—e e ] esp. 
eP(2ch2—ePp)sh2 842 eP (4e°P—3eP +1) 
e2P—2ePch2+1 L (ep—1) 
eP-lsin2 eP* (eP +ei) 
e2P— 2eP-1 cos 2+e"? ° " (ep—et) 
eP(eP—e chi) TT ePtli(eP_be) 
e2Pp — 2eP*3ch1+eS° | (eP—e) 
eP(eP+1) (e2P—1) ep eP— 1 
(eP—1ÿ 848. TteP+ 1) 849. Ina—+iln Da : 
sin œ _ V'eP—2ercosa ti 
a+Artge ne 851. RE  — 
1 4 ep— el : eP [(1+e?P) cos a — 2eP] 
eP— 1 nn eP—e Dee (e°P—2epcosa+1i}? 


eP(etP+2ePcha—6Geîr+ 2ePcha+i)sha 
(e*P—VePcha+1) ° 


eP (2e3P — 5etP ch & + 4eP ch & —ch «) 


(e2P— 2eP chaœ—+1)2 : 
ep — ets 1 e2P— ep ch1+1 
DR eee D Ge erche Et 
. SinE 
RAR : 

1 sin 2# sin 2 1—en 
e—l+— (arctg RE rte 860. 1 
n(n +1) " n {--o" | {—e2tn—1) 

5 . 862. —. TESTÉ £63. DE EYE 
Af(n)=3, Anf(n)=0 (k=2, 3 4, ...). 

Akf(n)={(et—e)k (k—=1, 2, 3, ...). 
Af(n)=I2n, Atffn)=2, Akf(n)- 0 (4-5, 4, ...). 
eP(e2P+4eP+1i) el | 2e(1- NP 
(eP—1y & 868. PTS * &69. TeP—1ÿ : 
2n— 1 n— 1 
—4)si in? 
ntn—1)(n— 1) (na —1)sin 5 sin —— 2 
a —]— 871. —_ — 
6 .. D io 
2 sin — 2 sin° — 
n(n—1)(n—2) 
3 e 

= —en n+1 ci : 

(1— e cos &) (1 —e7 cos na) +e+tl sin & sin nœ | 874. n3-1. 


e2—2ecosa +1 
5n— 3n . nx  1+(—1)7 4 . n+1 
Ze 876. sin——. 877. ——_Z 75 sin 5 
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18. an-1on/? sin = - 879. nm(r—1) 


880. Equation d'ordre 2. 881. Equation d'ordre 0. 
882. Equation d'ordre f. 883. Equation d'ordre 3. 884. 27. 


885. (—1)}"(1—n). 886. 2*/? sin 887. 1 —2"/2 cos _ 


888. sin 4e cos MTDE 889. D 
3n—1+(—2)7 


4n-1415.9n-8 7 (—2)n-3 


890 9 ; 891. g 
gg, HN, gog, 200 DD qu, 

n(n—1)(n—2) L - nÿ. nt n° Sn? 3n 
94. AUD D. (pme, 605. 


896. Asymptotiquement stable. 897. Asymptotiquement stable. 

898. Instable. 899. Instable. 

900. Stable mais pas SR OUqeneRE 

901. Asymptotiquement stable. 902. Instable. 

903. Foyer instable. 904. Centre. 905. Foyer stable. 

906. Selle. 907. Nœud instable. 908. Nœud instable. 

909. Nœud stable. 910. Le point (0. O, 0) est stable. 

911. Le point (0, 0. 0) est instable. 

912. Asymptotiquement stable pour « << 0. Dans tous les autres cas, la 
solution nulle est instable. | 

913. Asymptotiquement stable pour «x << 0 et pour & > 1; stable mais 
pas asymptotiquement pour « = 0 et pour x = 1; instable pour 0 < x < 1. 

914. Instable pour tout “x. 915. a < 0. 916. « < —1/2. 

917. Asymptotiquement stable pour 28 << 1; stable mais pas asymptoti- 
quement pour af = {. 

918. Asymptotiquement stable pour B << «x? (x < 0); stable mais pas 
asymptotiquement pour: 1) « = 0 Ê< 0); 2)B= x? (x < 0). 

919. Asymptotiquement stable pour x? + f% — 24 > 0 (x < 1); stable 
mais pas asymptotiquement pour: 4) x = 1 (IB| > 1); 2) &? + PB? — 2x = 0 
(0 < x < 1). 

920. Instable pour toutes les valeurs de «& et de f. 

921. Asymptotiquement stable pour «? + ff? — B < 0; stable mais pas 
asymptotiquement pour &° + ff — Bf = 0 («x #0, B 0). 

922. Stable mais pas asymptotiquement pour $ + 2x + 1 = 0; asympto- 
tiquement stable pour toutes les autres valeurs de « et de B. 

923. Asymptotiquement stable. 924. Asymptotiquement stable. 

925. Asymptotiquement stable. 926. Stable. 

927. Asymptotiquement stable. 928. Asymptotiquement stable. 

929. Asymptotiquement stable. 930. IH (able. 

931. Instahle. 932. Asymptotiquement stable. 

933. Asymptotiquement stable. 934. Asymptotiquement stable. 

935. Instable. 936. Stable. 937. Instable. 

938. Stable. 939. Instable. 940. Instable. 

941. Asymptotiquement stable. 942. Stable. 

943. L'étude selon la première approximation n'est pas possible. A l’aide 


de de fonction de Liapounov, on établit que le point (0, 0) est asymptotiquement 
stable. 


19° 
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944. Le point de repos est stable. 945. La solution nulle du système 
de la première approximation est instable, alors que pour le système tout entier, 
elle est asymptotiquement stable. 


946. Si a > 0, b > 0, la condition de stabilité prend la forme cos T7 > 0, 
où T = (—1l)hr, + ka (k = 0, 1, 2, .…), x, = Arcsin z-. 

954. Stable. 955. Instable. 956. Stable. 

957. Instable. 958. Pour «x > 1/2. 


959. La solution est instable pour tout x. 960. Pour x > 13:G. 
961. Pour toutes les valeurs de (x, B) situées dans le domaine G (cf. fig.). 


Fe 
N 


Fig. concernant n° 961. Fig. concernant n° 962. 


962. Pour toutes les valeurs de (4. B) situées dans le domaine G: #8 > 3, 
a > 0, B>0 (cf. fig.). 


963. La solution est instable pour toutes les valeurs de (x, B). 964. p > 
>0,qg>2. 


965. Toutes les racines situées dans le demi-plan gauche; la solution est 
stable (cf. fig.). 


U 
UV 
/ u 7 u 
16 


Fig. concernant n° 965. Fig. concernant n° 966. 


966. Deux racines dans le demi-plan gauche et deux racines dans celui 
droit; la solution est instable (cf. fig.). 
967. Stable. 968. Stable. 


969. Deux racines dans le demi-plan droit ; la solution est instable (cf. fig.). 


ANS ER 
0 260 “u NZ 


Fig. concernant n° 969. Fig. concernant n° 970. 
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970. Stable (cf. fig.). 971. Stable. 972. Stable. 

973. Stable. 974. La solution est stable. 975. Stable. 

976. Stable. 977. Stable. 978. Stable. 

979. Stable (cf. fis.). 980. Stable. 

981. Racines purement imaginaires; la solution n’est pas stable (cf. fig.). 


Fig. concernant n° 979. Fig. concernant n° 981. 


982. Deux racines dans le demi-plan droit; la solution est instable. 
; is Deux racines dans le demi-plan droit; la solution est instable (cf. 
ig.). 

984. Deux racines dans le demi-plan droit ; la solution est instable. 


Fig. concernant n° 983. Fig. concernant n° 985. 


866. 987. 


Fig. concernant n° 9686. Fig. concernant n° 987. 


BeatriceGloria_personal library 
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988. 989. 


990. 991. 
992. 993. 

Fig. concernant n° 992. Fig. concernant n° 993. 
994. ) 


pt) 


2 


DG0) 


Fig. concernant n° 994 Fig. concernant n° 995. 
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996. 997. 


2(20) 


D(,2) 2(21) 


Fig. concernant n° 996. Fig. concernant n° 997. 
4 n 
998. fn) =C1-27+ Ca (——+) 999. fn) =(—1)" (ant —7n 1-1). 


1000. f(n)= ie )" [Gi cos (nAretg +) + Ca sin (nAretg +) |. 


1001. f(r)—27 (ca+Cacos - + Cs sin T) 


1002. f(n)=(—1)7 (C1+ Can) +22 (C3 cos 


_. +C, sin TE.) | 


4 
1008. f(n)= C1 (1— 2)" + Ce (+ VD. 
4004, f(n)=2-.3+(—1)7 (8n — 2). 


: in2(n— 
1005. fn) = ty 2-cos 7 + sin _ + 1) | 


2 n 
1006. } (= Ci+ Con + Cart à 


1007. j(n)=2" (+ Cic0s _. + Ce sin =) +Cs(—2). 


1008. Asymptotiquement stable. 1009. Stable mais pas asymptotique- 
ment. 


1010. Asymptotiquement stable. 1011. Instable. 

1012. a — a ta +a3>0, 4 —ata—-a;>0, 3(a — as) + 
+a—a>0, 3(a + as) — 8 —43>0, aÿ — à$ — ages + &as > 0. 

1013. 1—9>0, 1+p+qg>0, NUS 

1014. —1 << p < 1. 1015. la] > b 

1016. Asymptotiquement stable. 1017. Instable. 

1018. Asymptotiquement stable. 1019. Instable. 

1020. Instable. 1021. Instable. 1022. Instable. 


ANNEXE 


DICTIONNAIRE D'IMAGES 
DES PRINCIPAUX ORIGINAUX 


OO 
Original f (t) Image F(p)= | i(the-Pla: 
0 


1 


(Mn =1À, 2, IS) 


tx(a >—1) 


et(A = a + bi) 
tneit 
taert(a>>—1) 
sin © { (© >> 11) 
cos O! 
sh wt 
ch wt 
eltsinwt 
et cos ot 


el.t sh w!t 


20 


22 


ANNEXE 


Original f (1) 


et chot 
tsinot!t 
tcos ot 
tshowt 
tchot 
sin (t—Tt)(t >) 
cos (t— 7) 
(sin ot 
M cos ot 


Jn(t)(n=1, 2,...) 
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Suite 


® 


Image F (p) = f(t)e-Ptat 


2pO 
(p° — w*)* 
p° + @* 
(p° —&*)* 
et? 
pi+1 
pet 
P° +1 
Im (p+ iw)"*i 
om 
Re (p+ iw)1+1 
CV p°+1—p} 
V p°+1 


n 


| 


—0( 


p 


"Lt VD? 


Arccotse p 


p— b 


1 1 z 
ne (in a , =0,97522 
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